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Vorwort

In diesem Band sind kleinere Aufsitze zur Mengenlehre versammelt, deren Erst-
ver6ffentlichung bis ins Jahr 2000 zuriickreicht. Sie wurden fiir diese Zusam-
menstellung iiberarbeitet und erweitert. Ziel ist, sie einem breiteren Publikum in
einfacher und leicht zuginglicher Form zur Verfigung zu stellen. An dieser
Stelle mochte ich den vielen Leserinnen und Lesern danken, die mich durch ihre
positiven Riickmeldungen zum ,,Aleph1-Projekt* bestirkt haben, den Bestand
an frei verfiigbaren Texten kontinuierlich zu erweitern.

Die Essays konnen bei entsprechender Vorbildung fiir sich gelesen werden.
Dariiber hinaus sind sie als Ganzes eine Erginzung meines Buchs ,Einfihrung
in die Mengenlehre®.

Die beiden ersten Arbeiten ,,Diagonale Irritationen® und ,,Kennen Sie w, ?“
sind Versuche, die Mengenlehre in leichter Form einem breiteren Publikum ni-
her zu bringen. Dabei wendetsich der erste Essay an interessierte Laien und Stu-
dienanfinger, der zweite an ein Publikum mit etwas grofieren mathematischen
Vorkenntnissen. Der dritte Essay kann als unabhingige Fortsetzung des zweiten
angesehen werden. Er mochte die Verwendung der Ordinalzahlen und der trans-
finiten Rekursion wiederbeleben oder sie wenigstens als interessante Alternati-
ven aufzeigen. Die Methode ist durch das Zornsche Lemma zuriickgedringt
worden, hat aber nichts von ihrer Kraft und Schonheit verloren. Wer nicht nur
bis w zihlen kann, ist im Vorteil.

Die drei folgenden Essays sind historisch-genetisch und in dieser Eigenschaft
eine Erginzung der ,Einfithrung in die Mengenlehre®. Sie wenden sich an Lese-
rinnen und Leser, die an Details der geschichtlichen Entwicklung in der Periode
von etwa 1870 bis 1930 und speziell am Werk von Georg Cantor interessiert
sind. Die Themen sind die Entdeckung der Uberabzihlbarkeit der reellen Zah-
len, das Multiplikationsproblem fiir unendliche Mengen und die Entwicklung
des Kardinalzahlbegriffs. Bei der umfangreicheren letzten Arbeit spanntsich der
Bogen von der antiken Mathematik bis zur formalen axiomatischen Mengen-
lehre des 20. Jahrhunderts.

Miinchen, im November 2023

Oliver Deiser
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1. Diagonale Irritationen -
Der weite Raum einer Idee

Ein Mathematiker kommt in einem kleinen Dorf zum Barbier: ,,Sind Sie hier der
bertihmte Dorfbarbier?“, fragt er. Der Barbier lichelt und antwortet mit einem
gewissen Stolz: ,In der Tat, mein Herr. Ich schneide allen Leuten in unserem
Dorf die Haare, die sich ihre Haare nicht selber schneiden - und nur denen.“

*

Wir betrachten Folgen der Linge fiinf, sogenannte Quintupel. Genauer be-
trachten wir nur Quintupel, deren Eintrige Null oder Eins sind. Nehmen wir
nun fiinf solche Quintupel und schreiben sie zeilenweise untereinander. Wir er-
halten dann ein Zahlenquadrat mit 25 0-1-Eintridgen. Wir wollen konkret an-
nehmen, dass wir das folgende Quadrat erhalten:

Unser drittes Quintupel ist also zum Beispiel gleich (0, 1, 1, 1, 0). Es ist nicht
wichtig, dass alle fiinf Quintupel verschieden sind. Wir schreiben einfach finf
beliebige Quintupel in dieser Form untereinander. Im Extremfall bekimen wir
ein Quadrat mit lauter Nullen. Bleiben wir aber vorerst bei unserem ganz kon-
kreten ,,typischen (5 x 5)-Quadrat mit 0-1-Eintrigen.

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



10 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

*

Die Menge aller Apfel ist kein Apfel. Die Menge aller Biicher ist kein Buch.
Die Menge aller Kataloge kénnte man fast schon wieder als einen Katalog be-
trachten - es gibt ja auch mehrbindige Kataloge. Ganz sicher ist die Menge aller
Vorstellungen aber wieder eine Vorstellung. Und die Menge aller Mengen ist
auch wieder eine Menge. Oder?

* K

Als der Barbier mitder neuen Frisur des Mathematikers fertig ist, sagt der Ma-
thematiker plétzlich: ,Sie sind ein Ligner.“ ,Warum?“, fragt der Barbier.
»Schneiden Sie sich selber die Haare?“, fragt der Mathematiker zurtick. ,,Nein®,
sagt der Barbier, ,natiirlich nicht, das macht meine Frau.“ Der Mathematiker
grinst: ,Nach Threr Aussage miissten Sie sich dann aber die Haare doch selber
schneiden.“ Nach einem kurzen Augenblick der Besinnung sagt der Barbier: ,,Sie
haben recht. Ich werde mir also in Zukunft selber die Haare schneiden.“ ,Dann
aber®, sagt der Mathematiker, ,,widersprechen Sie erneut Ihrer Aussage... .

* K

Es gibt2 [2 [2 [2 [2 = 32 aus Nullen und Einsen gebildete Quintupel. Es gibt
also in unserem Fall 27 0-1-Quintupel, die keine Zeile unseres Quadrats sind.
Wie finden wir méglichst einfach eines dieser 27 anderen Quintupel?

Es gibt hierzu eine geistreiche Methode, die interessanter ist als die ganze
kombinatorische Problemstellung. Die Methode ist diese: Wir lesen die Diago-
nale des Quadrats als 0-1-Quintupel; wir erhalten so das Quintupel (0, 0, 1, 0, 0).
Nun tauschen wir jede Null gegen eine Eins und umgekehrt, und erhalten

(1,1,0,1, 1)

Dieses Quintupel ist von der ersten Zeile verschieden, weil sein erster Eintrag
verschieden vom ersten Eintrag der ersten Zeile ist. Analoges gilt fiir die zweite,
dritte, vierte und schliefflich auch fiinfte Zeile. Die Diagonale des ,,Negativs“ des
Quadrats ist also keine Zeile des Quadrats. Der Leser wird sehen, dass die vierte
Zeile unseres Quadrats, also (1, 1, 0, 0, 1) fast genau unser diagonales Negativ
(1, 1,0, 1, 1) ist. Lediglich an der vierten Stelle ist ein Unterschied - und dort
muss, nach Konstruktion, auch ein Unterschied sein.

* K

Wir betrachten den vertrauten Mengenbegrift etwas genauer. Wie tiblich
schreiben wir ,x e M, falls das Objekt x ein Element der Menge M ist. Ist x kein
Element von M, so schreiben wir x ¢ M.

Sind xy, ..., x, endlich viele Objekte, so sei M ={x, ..., X, } die Menge dieser
Objekte. Fiir alle Objekte y ist dann y € M dquivalent zu y = x; oder y = x, oder
...odery =x,.
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1. Diagonale Irritationen - Der weite Raum einer Idee 11

Es giltetwa { x, x } = { x }. Mengen sind immer durch ihre Elemente vollstindig
bestimmt, und es gibt insbesondere keine Reihenfolge und kein mehrfaches Auf-
treten von Elementen wie etwa bei den Eintrigen eines Quintupels.

Viel stirker als die Mengenbildung der Form { xy, ..., x, } ist die Mengenbil-
dung tiber Eigenschaften: Ist ¢ eine Eigenschaft, so sei

M= {x1¢x}

die Menge aller Objekte x, auf welche die Eigenschaft ¢ zutrifft. Es gilt dann fir
alle Objekte y: y € M genau dann, wenn ¢ (y). Wir sammeln also genau diejeni-
gen Objekte auf, fiir die ¢ gilt. Wir bilden so etwa die Mengen

N = {x | xist eine natiirliche Zahl }

{x | xist eine reelle Zahl}, oder auch
R* = {(x,y) | x,yeR}

Hier tauchen nun sofort sehr schwierige Fragen auf. Zunichst kénnen wir nach-
haken: Was genau ist eine Eigenschaft ¢ ? Ebenso wahr wie tiefsinnig ist zudem
folgende Uberlegung: Wer Pilze sammelt, tut dies gewShnlich in einem Wald.
Wo eigentlich sammeln wir unsere Objekte bei der Mengenbildung? Gut, wir in-
teressieren uns nur fiir mathematische Objekte, und nicht so sehr fiir Pilze. Aber
die Frage bleibt: Wo existieren die Objekte der Mathematik? Was genau ist ein
mathematisches Objekt? Erzeugen wir diese Objekte oder sind sie ,,schon da“,
als, so die philosophische Tradition, ,,Jdeen“? Oder ist die Mathematik letztend-
lich nur eine schone Illusion, die zwar real erscheint und auch viele reale Anwen-
dungen hat, aber letztendlich nur ein Spiel mit Zeichen auf dem Papier ist, das
nach bestimmten strengen Regeln gespielt wird?

K K K

Barbier wie Mathematiker kommen zu dem Schluss: Es kann keinen Dorfbar-
bier geben, der genau denjenigen Dortbewohnern die Haare schneidet, die sich
selber nicht die Haare schneiden. Wir haben damit keine paradoxe Situation vor
uns, sondern das Ergebnis einer kleinen, und so scheint es, belanglosen logischen
Spielerei.

K OA K

Da es 32 verschiedene 0-1-Quintupel gibt, ist es nicht tiberraschend, dass wir
ein Quintupel gefunden haben, das von allen fiinf Zeilen unseres Quadrats ver-
schieden ist. Interessant ist aber die verwendete Methode. Wir haben das Qua-
drat selber benutzt, um ein 0-1-Quintupel zu finden, das im Quadrat nicht vor-
kommt. Es birgt in sich die Information zu etwas, das es selbst nicht kennt: Es
trigt die Information (1,1,0,1, 1) ,fast offensichtlich mit sich herum, aber es
weif}, zeilenweise denkend, von dem Quintupel (1, 1, 0, 1, 1) nichts.

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



12 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

* K K

Die Frage nach der Existenz von Ideen ist ein zu weites philosophisches Feld,
und wir wollen dieses Feld aus Angst vor der eigenen Courage auch gleich wieder
verlassen und statt dessen die Mengenbildung tiber Eigenschaften an einigen Ex-
tremfillen weiter untersuchen — naiv, aber mathematisch.

Betrachten wir einmal die Eigenschaft ,,x =x*, die sicher auf jedes Objekt x
zutrifft. Diese Eigenschaft gibt Anlass zur Mengenbildung M = { x | x = x }.
Dann gilty € M fiir alle Objekte y. Das ist sicher eine gewagte, gewaltige Kon-
struktion, aber warum nicht? M ist das ,mathematische Universum®. Wegen
»M =M gilt M € M.. Das ist ungewohnlich, aber nicht unbedingt paradox. Die
Mengenbildung iiber Eigenschaften fiihrt eben in manchen Fillen zu Mengen,
die sich selbst als Element enthalten.

Fiir die meisten Mengen M, die uns interessieren, gilt aber sicher M ¢ M. So
giltetwa N ¢ N, R ¢ R, R’ ¢ R’ usw. Ja: Alle vertrauten mathematischen Bei-
spiele, die uns einfallen, erfillen ,x ¢ x“. Diese Eigenschaft darf daher als eine
Art von Regularitit oder Gewohnlichkeit angesehen werden. Betrachten wir
nun das Reich R der Regularitit:

R = {M I Mist Mengeund M ¢ M }

Wir fragen, ob die Menge R regulir ist: R € R oder R ¢ R, das ist hier die
Frage. Zunichst kann R € R nicht gelten, da R nur Mengen aufsammelt, die sich
selber nicht enthalten. Also gilt R ¢ R. Dann muss aber doch R € R gelten, da R
alle Mengen aufsammelt, die sich selbst nicht enthalten, also auch R!

Das ist nun keine logische Spielerei mit Dorffriseuren mehr, sondern ein in
bestechender Kiirze und Klarheit erzeugter mathematischer Widerspruch.

Wir kommen zu dem Schluss, dass die Mengenbildung tiber Eigenschaften
nicht fiir alle Eigenschaften méglich sein kann. Dies fithrt zwangsliufig zur
Frage: Wann ist die Bildung der Menge M ={x | ¢(x) } zuliissig? Diirfen wir etwa
M ={x | x=x} bilden? Und wenn nein, warum nicht? In dieser Konstruktion
konnten wir keinen direkten Widerspruch finden. Allgemein lautet die Frage:
Welche Mengen existieren?

Im dunklen Wald gleich neben der mathematischen Steppe tanzt nun auf-
dringlicher als je zuvor der philosophische Kobold, der uns peinigt: Sage mir,
Mathematiker, der du dich deiner klaren Antworten rithmst und immer von ,sei
x dies und das Objekt” redest, was du genau damit meinst? - Wir miissen wegen
solcher Fragen aber nicht in Panik geraten. Die Mathematik funktioniert, da
gibt es gar keine Zweifel. Andererseits konnen wir auch nicht so tun, als sei
nichts gewesen ...

Dass wir die Konstruktion R in der Mathematik nicht wirklich brauchen, wire
kein guter Einwand gegen die Notwendigkeit einer genaueren Untersuchung
der Mengenbildung. Die Zweifler haben jetzt die besseren Karten. Zunichst
galt: Warum sollte die Bildung { x | ¢(x) } nicht immer moglich sein? Jetzt gilt:
Warum sollte die Bildung { x | ¢(x) } nicht auch in vielen anderen Fillen zu Wi-
derspriichen fithren?
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1. Diagonale Irritationen - Der weite Raum einer Idee 13

Ein einziger Widerspruch bedroht immer die ganze Mathematik. Ein Mathe-
matiker kann gut mit iiberraschenden und kontraintuitiven Ergebnissen leben
wie etwa der Existenz irrationaler Zahlen oder der Tatsache, dass es eine Funk-
tion von R? nach R gibt, die keinen Wert zweimal annimmt. Aber nicht mitR e R
und R ¢ R. Ein einziger Widerspruch raubt der Mathematik ihren Sinn: ,.ex con-
tradictione quodlibet” nennt man diesen mathematischen Supergau auch, ,,alles
kann aus einem Widerspruch abgeleitet werden®.

Der Leser wird fiihlen, dass alle drei Beispiele - der Friseur, die Quintupel-
konstruktion, die Aufsammlung aller reguliren Mengen - einer gemeinsamen
Idee zu entspringen scheinen. In der mathematischen Logik wurde diese Ge-
meinsamkeit auf den Namen ,,Diagonalisierung® oder ,,Diagonalmethode” ge-
tauft, motiviert durch die Methode der Quintupelkonstruktion, die bei niherer
Betrachtung auch den beiden anderen (offenbar eng miteinander verwandten)
Beispielen zugrunde liegt.

Die Diagonalmethode ist historisch wie inhaltlich eng mit Grundlagenfragen
der Mathematik verbunden, aber wir kénnen diesen Fragen hier nicht besonders
weit nachgehen. Wir wollen aber versuchen, frischrasiert und fern der philoso-
phischen Grofibaustellen, die Methode selber noch etwas eingehender zu unter-
suchen. Die vielen abenteuerlichen Routen, die sie eroffnet konnen wir bei dieser
kurzen Hafenrundfahrt nur andeuten.

Der Satz von Cantor

Kehren wir zu unserem Zahlenquadrat zuriick, und betrachten es in allge-
meiner Form. Sei hierzu M eine beliebige Menge, und sei f: M — {0, 1 }. Die
Funktion f ordnet jedem Element von M entweder 0 oder 1 zu. Solche Funk-
tionen kénnen wir als Verallgemeinerung obiger Quintupel auffassen. Ein
Quintupel lisst sich in der offensichtlichen Weise als Funktion

£:{1,2,3,4,5} —={0,1}
auffassen:
f(n) ist der n-te Eintrag des Quintupels fiiralle | <n < 5.

Istspeziell M die Menge der natiirlichen Zahlen, so konnen wir f: M — {0, 1 }als
unendliche 0-1-Folge ansehen. Oben hatten wir fiinf Quintupel, was fiinf Funk-
tionenf, ..., fsvon{1,...,5}nach {0, 1 } entspricht. Die Verallgemeinerung die-
ser Situation fiir beliebige Mengen lautet nun:

Sei M eine Menge, und fiir jedesx e M seif,: M — {0, 1 }.

Wir betrachten also ,M-viele“ 0-1-Funktionen auf M - ganz so, wie wir zuvor
fiinf 0-1-Quintupel betrachten haben. Das System

Q = {filxeM}

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



14 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

kénnen wir uns mit ein wenig Phantasie als ein 0-1-Quadrat mit Seite M vorstel-
len. Wir wollen nun obigen Trick anwenden, und Q diagonalisieren. Wir definie-
ren eine ,Diagonalfunktion“d: M — {0, 1}, indem wir fiir alle x € M festsetzen:

d&x) = 0, falls £.(x)=1
d&x) = 1, falls £x)=0

Dann giltd #{, fir allex e M. Denn zwei Funktionen sind nur gleich, wenn sie an
allen Stellen iibereinstimmen. Und fiir ein beliebiges x sind die Funktionen d und
f. an der Stelle x verschieden. Denn es gilt d(x) # f,(x) nach Konstruktion der
Funktion d.

Wir sehen wieder, dass das System Q bestehend aus Funktionen

£:M —{0,1}

geniigend Information mit sich fithrt, um eine Funktiond : M — {0, 1} definie-
ren zu konnen, die im System Q selbst nicht auftaucht.

Im Fall einer endlichen Menge M mit genau n Elementen ist die Existenz einer
solchen Funktion nicht iiberraschend, da eine einfache Uberlegung zeigt, dass es
genau 2" Funktionen f: M — {0, 1 } gibt.

Wieviele Funktionen f: M — {0, 1} fiir unendliche M gibt es aber? Sicher un-
endlich viele... Muss das gentigen oder geht es genauer? Es steht keine kombina-
torische Rechnung ,,2 hoch Anzahl der Elemente von M“ mehr zur Verfiigung:
2% ergibt keinen offensichtlichen Sinn. Aber die Diagonalmethode steht uns un-
verdndert zur Verfigung. Halten wir fest, was wir oben durch Diagonalisierung
von QQ bewiesen haben:

Satz  (Satz von Cantor; um 1890)
Sei M eine Menge, und fiir jedes x e M sei f, : M — {0, 1 }. Dann existiert
eine Funktiond : M — {0, 1 } mit: d # f, fiir alle x e M.

Wir wollen diesen Satz noch in eine etwas andere Form bringen.

Teilmengen und die Potenzmenge

Sind M, N Mengen, so heifit N eine Teilmenge von M, falls jedes Element von
N auch ein Elementvon M ist. In Zeichen schreiben wir N 0 M. Die Menge aller
Teilmengen einer Menge M heifit die Potenzmenge von M und wird mit P(M)
bezeichnet. Es gilt also einfach:

PM) = (N INOM)
Fiir alle M sind die leere Menge O und M selbst Teilmengen von M, es gilt also

immer 0 € P(M) und M e P(M). Weiter ist zum Beispiel P(0) ={ 0 }.
Einer Teilmenge N von M kénnen wir leicht eine Funktion f von M nach
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1. Diagonale Irritationen - Der weite Raum einer Idee 15

{0, 1} zuordnen und umgekehrt. Wir lesen hierzu ,,x € N als ,,f(x) = 1“ und um-
gekehrt. IstetwaM ={1,2,3,4,5}und N={2,4, 5}, so gilt fiir die N zugeord-
nete 0-1-Funktion

f2) = f4) = f5) = 1, £1) = f3) = 0.

Istf: M —{0,1},soistdie der Funktion f zugeordnete Teilmenge N von M ein-
fach gleich der Menge {xe M | f(x)=1}.

Der Leser wird leicht einsehen, dass wir in dieser Weise P(M) und die Menge
aller Funktionen f: M — {0, 1 } miteinander identifizieren konnen. Mit dieser
Identifikation konnen wir unseren Satz nun so formulieren:

Satz  (Satz von Cantor, zweite Fassung)
Sei M eine Menge, und fiir jedes x € M sei N, eine "Teilmenge von M. Dann
ist PM)#{N, | xeM}.

Genauer gilt: Die Menge D = {xe M | x ¢ N, } ist eine von allen N,
verschiedene Teilmenge von M.

Es schadet nicht, den Satz in dieser Form noch einmal direkt zu beweisen. Sei
also x € M beliebig. Wir zeigen, dass

Ny ZD ={xeMIxgN,}
Hierzu betrachten wir zwei Fille.

Erster Fall: x e Ny
In diesem Fall istx ¢ D, also D # N,.

Zweiter Fall: x e Ny
In diesem Fall gilt x € D, sodass erneut D # N,.

Damit ist der Satz beweisen.
Vielleicht sagen Sie nun:

»Gut, es gibt eben auch fiir beliebige unendliche Mengen M in gewisser
Weise viel mehr 0-1-Folgen auf M bzw. Teilmengen von M als Elemente
von M. Das iiberrascht mich nicht, da wir M-oft eine 0-1-Entscheidung
treffen kénnen, und das ergibt eine gigantische Fiille an Méglichkeiten
fiir unendliche Mengen M.“

Ich werde mich also noch etwas anstrengen, um Sie davon zu tiberzeugen, von
welcher Tragweite diese Entdeckung ist. Von den zahlreichen Pfaden, die der
Satz von Cantor eré6ffnet, wollen wir zwei noch genauer erkunden. Den ersten
hatten wir bereits durch einen Seiteneingang betreten...
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16 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

Erster Pfad: Das Paradox

Sei nun M = {x | xist eine Menge }. Fiir x € M sei weiter
N, ={yeMlyex}

Die Menge N, besteht also aus allen Elementen von x, die selber wieder Mengen
sind. Besteht x ausschliefflich aus Mengen, so ist sogar N, = x.
Wir bilden wieder D = {xe M | x ¢ N, }. Dann gilt offenbar:

D = {x | xisteine Menge mitx ¢ x }

Wir wissen nach der zweiten Fassung des Satzes von Cantor, dass D # N, fiir alle
x € M gilt. Und jetzt haben wir ein echtes Problem: D ist nach Definition eine
Menge, die nur Mengen als Elemente enthilt. Also gilt N = D. Aber es gilt doch
N, # D, fiir alle x € M, speziell also Np # D, da D € M. Andererseits haben wir
gerade D = Np bewiesen. Wo ist der Fehler in unserem Argument?

Die Antwort ist: Wir haben keinen Fehler gemacht. Es zeigt sich vielmehr,
dass der Widerspruch im folgenden mengentheoretischen Axiom steckt, das wir
naiv zugrundegelegt haben:

Komprehensionsaxiom
Ist € eine Eigenschaft, so existiert M = { x | é(x) }, d.h. es gibt eine Menge
M derart, dass fiir alle Objekte y gilt: y € M genau dann, wenn €(y).

Wir miissen dieses Axiom aufgeben. Hier noch einmal, und so kurz wie méglich,
das Argument, warum:

Die Paradoxie der Komprehension
Sei €(x) = ,,x ist Menge mit x ¢ x“, und sei weiter

M = {x|%®x)}

Fiir alle Mengen y gilt dann:

y € M genau dann, wenn y ¢y
Speziell gilt fiir M selbst:

M eM genaudann, wenn M ¢ M

Widerspruch!
Diese Paradoxie haben unabhingig Bertrand Russell und Ernst Zermelo um

1900 entdeckt, indem sie, wie auch hier geschehen, die Cantorsche Diagonalme-
thode auf einen Spezialfall angewendet haben.
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1. Diagonale Irritationen - Der weite Raum einer Idee 17

Erfahrungsgemif} ist dieses Konzentrat bei Erstgenuss schwer verdaulich,
wenn es ohne Vorbereitung in dieser knappen Form serviert wird. Ich hoffe, dass
der Leser nun aber sieht, dass das Argument - wie alle anderen hier vorgestellten
Argumente - der Diagonalmethode entspringt, die in unserem Zahlenquadrat
fast trivial erschien. Das gilt auch fiir den Barbier. Und so wie der Barbier seine
Aussage zuriicknehmen muss, miissen die Mathematiker das Komprehen-
sionsaxiom zuriicknehmen.

Zweiter Pfad: Grofien des Unendlichen

Um gleich zu Beginn des Weges viel mit einem Satz zu sagen: P(N) und R sind
in gewisser Weise ein und dasselbe. Denken Sie an eine reelle Zahl x in Binirdar-
stellung, etwa x = 0,001100101... Dann bilden die 1-Positionen der Darstellung
eine Teilmenge {3,4, 7,9, ... } von N. Umgekehrt kann man aus jeder Teilmenge
Nvon N eine reelle Zahl in Binirdarstellung bilden, indem man genau die Posi-
tionen n der Darstellung gleich 1 setzt, die Elemente von N sind. Um aus dieser
groben Hinundheriibersetzung eine genaue Korrespondenz zwischen (N) und
R zu erhalten, ist noch Feinarbeit notig. Aber im Wesentlichen haben wir mit
dem Satz von Cantor den folgenden Satz schon mitbewiesen:

Satz  (Uberabziihlbarkeit von R)
Fiir alle n € N sei x,, eine reelle Zahl. Dann gibt es eine reelle Zahl d mit
d#x, furallen e N.

Auch hier kénnen wir ganz unabhingig von allem, was bisher geschah, die
Diagonalmethode direkt anwenden, um einen eigenstindigen Beweis des Satzes
zu erhalten:

Beweis
Fiir n e N sei, in Dezimaldarstellung:

Xp = ikn, dp, 0 Ap, 1 Ap,2 .-+

mitk, € Nund Nachkommastellen a, ; € {0, 1, ..., 9} firi e N. (Fir
gewisse rationale Zahlen x gibt es zwei solche Darstellungen; wir kénnen
dann eine beliebige der beiden Darstellungen wihlen.)

Wir definieren fiir allen e N:
b, =1, falls a,,#1
b, = 2, falls a,,=1

Seid = 0, by by b, ... Die Zahl d hat eine eindeutige Dezimaldarstellung (da
ihre Dezimalziffern gleich 1 oder 2 sind). Nach Konstruktion ist d von allen
x, verschieden. Damit ist d wie gewiinscht.

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



18 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

Die reellen Zahlen konnen also nicht als xq, xi, ..., Xy, ... aufgelistet werden.
Jede solche Liste lisst reelle Zahlen aus. Eine Menge, die mit Hilfe der natiirli-
chen Zahlen durchnummeriert werden kann, heifit abziblbar (dies schlifit alle
endlichen Mengen mit ein). Andernfalls heifit sie dberabziblbar. Wir haben ge-
zeigt, dass die Menge der reellen Zahlen tiberabzihlbar ist.

Ein Kontrast verschirft das Ergebnis: Die rationalen Zahlen sind abzihlbar.
Denn fiir jedes k e N kénnen wir die endlich vielen rationalen Zahlen q der Form
q==n/mmitn +m = k auflisten. Hingen wir alle diese endlichen Listen hinter-
einander, so ergibt sich eine Aufzihlung aller rationalen Zahlen.

Wir kénnen unsere Ergebnisse so aussprechen: Es gibt mehr reelle Zahlen als
natiirliche Zahlen, wihrend es genausoviele natiirliche wie rationale Zahlen gibt.
Weiter gibt es fiir jede Menge M immer mehr Teilmengen von M als Elemente
von M. Die genauen Definitionen hinter ,mehr“ und ,,genausoviele“ sind hier-

bei:

Definition (gleichmichtig, von grofSerer Michtigkeit)
Zwei Mengen M und N heiflen gleichmichtig, falls es eine Funktion
f:M — N gibt mit:

(1) Istx#y,soistf(x) % f(y).
(2) IstzeN,sogibteseinx e M mitz = f(x).
Die Menge M heifit von groferer Michtigkeit als N, falls gilt: M und N sind

nicht gleichmichtig, aber es gibt eine Teilmenge von M, die gleichmichtig
mit N ist.

Sosind etwa Nund {n € N | n gerade } gleichmichtig. Andererseits haben wir
gezeigt, dass R in diesem Sinne substantiell grofier als N ist. Allgemein ist P(M)
immer grofier als M, und speziell ist dann P(R) noch einmal grofier als R.

Es gibt Grofienunterschiede im Unendlichen! Und es ergeben sich viele Fra-
gen. Cantor hat folgende Hypothese formuliert, die er nicht beweisen konnte:

Die Kontinuumshypothese
Jede Teilmenge von R ist abzihlbar oder gleichmichtig zu R.

Widerspriiche und Kontinuumshypothese

Die Grundlagenforschung innerhalb der Mathematik hat auf die Paradoxie
der Komprehension wie folgt reagiert: Das Komprehensionsaxiom wird durch
ein geeignetes System von Axiomen ersetzt, das viele Mengenbildungen zulisst,
aber uferlose Mengenbildungen ausschliefit. Alle bekannt gewordenen Wider-
spriche verschwinden in diesem System. Zudem hatsich das System als Axioma-
tik fiir die ganze Mathematik bewihrt. Alle mathematischen Disziplinen, von der
Algebra bis zur Zahlentheorie, lassen sich in diesem System interpretieren. Die
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1. Diagonale Irritationen - Der weite Raum einer Idee 19

naive Mengenlehre ist heute die Universalsprache des mathematischen Gedan-
kenaustausches; ihre axiomatisch-logische Formulierung sein Protokoll.

Wie steht es aber mit der Cantorschen Kontinuumshypothese? Man weif§
heute, und hier kommen subtile und komplizierte Methoden der mathemati-
schen Logik ins Spiel, dass die Kontinuumshypothese in der gewihlten Axio-
matik - und damit in der tiblichen Mathematik - weder widerlegbar noch be-
weisbar ist. Dieses Weder-Noch haben, je zur Hilfte, Kurt Goédel 1938 und
Paul Cohen 1963 bewiesen. Das Resultat zihlt zu den Kronjuwelen der Mathe-
matik und funkelt vielfarbig im mathematischen wie philosophischen Licht be-
trachtet. Und im Ganzen bleibt der Eindruck: Mit der vertrauten Formel ,,Sei
R die Menge der reellen Zahlen.“ beschworen wir einen Dimon, den wir uns
zu Dienste machen kénnen, den wir aber erst in Ansitzen begreifen.
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2. Kennen Sie w;?

Ich mochte Thnen das im Titel genannte Objekt ,,Omega 1 vorstellen und ni-
herbringen. Es nimmt in der mengentheoretischen Forschung seit Cantor und
Hilbert bis zum heutigen Tag eine besondere Stellung ein. w; ist der Alpha-Cen-
tauri der Mengenlehre, es ist weit weg, aber durchaus in Reichweite. Machen wir
uns also auf die Reise von den natiirlichen Zahlen bis dorthin. Esist ein Weg iiber
Wohlordnungen.

Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Wohlordnungen spielen in der Mengenlehre eine ausgezeichnete Rolle. Eine
lineare Ordnung (P, <) ist eine Wohlordnung, falls jede nichtleere Teilmenge von
P ein <-kleinstes Element besitzt. Wohlordnungen sind ,,Perlenketten, wobei
Schlingen und unendlich absteigende Teilketten (,,nach links®) nicht auftreten.
Unendlich aufsteigende Teilketten (,nach rechts®) konnen dagegen in grofier
Zahl vorhanden sein.

Wohlordnungen sind durch ihre Linge bestimmt. Sind P; und P, Wohlord-
nungen, so ist P; ordnungsisomorph zu einem Anfangsstiick von P, oder umge-
kehrt. Je zwei unserer Perlenketten konnen wir also nebeneinander legen und
Perle fiir Perle einander zuordnen, bis wir das Ende einer der beiden Ketten er-
reicht haben. Diese Vergleichbarkeit ist das fundamentale Resultat tiber Wohl-
ordnungen, und es ruft nach Reprisentanten fiir Wohlordnungen mit gleicher
Linge. Hier kommen die Ordinalzahlen ins Spiel: Eine Menge a heifit Ordinal-
zahbl (nach John von Neumann und Ernst Zermelo), falls gilt:

a ist transitiv und (a, €) ist eine Wohlordnung.

Die e-Relation spieltalso die Rolle der Ordnung <. Eine Menge M heifit hierbei
transitiv, falls fir alle x e M gilt, dass x 0 M. Das ,,Hab und Gut“ des Lesers ist ein
naives Beispiel fiir eine transitive Menge: Mit einer Sache besitzen Sie auch alle
Teile dieser Sache.

Es lisst sich beweisen, dass jede Wohlordnung ordnungsisomorph zu einer
eindeutigen Ordinalzahl ist. Die Ordinalzahlen bilden das Riickgrat der Wohl-
ordnungen.

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



22 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

Jede Ordinalzahl besteht ausschliefilich aus Ordinalzahlen und fiir a, (3 defi-
nieren wir a < 3 durch o e B. Die Ordinalzahlen werden dadurch wohlgeord-
netund es giltstets o = { B | B <a}. Eine Ordinalzahl ist die Menge ihrer Vor-
ganger.

Wie sieht diese Ordnung aus? Die ersten Ordinalzahlen sind die mengentheo-
retisch definierten natiirlichen Zahlen:

0=|:|7 1={O}7 2={071}7 3={0a172}7
n+l =n0{n} =1{0,...,n},

Die Menge {0, 1, 2, 3, ... } der natirlichen Zahlen bildet die nichstgrofiere
Ordinalzahl und wird mit N, w oder auch wy bezeichnet.

Allgemein kommen wir von einer Ordinalzahl a zur nichstgrofieren durch die
Operation

oa+1 =a0{a} (Nachfolgerbildung)
Und wenn I eine Menge von Ordinalzahlen ist, so ist
UT = {BIBeafireinael} (Supremumsbildung)

eine Ordinalzahl und das Supremum von I'. Ist I leer, so erhalten wir U " = 0.
HatT ein grofites Element a, so ist U I = a. Ist I nichtleer und ohne ein grofites
Element, soist A = U I eine Limesordinalzabl. Diese Ordinalzahlen haben keinen
direkten Vorginger. wist die erste Limesordinalzahl.

Nach wkommen

w+1l, w+2 = (W+1)+1, ..., W+n,

Das Supremum dieser Zahlen ist die zweite Limesordinalzahl w+ w=w 2. Diese
Perlenkette besteht aus zwei Kopien der natiirlichen Zahlen. Weiter geht es mit

W+w+1, ..., W+W+W=w0H, ..., ..., ..., wh, ..., ..,

Als Supremum erhalten wir @+ W+ W+ ... = w [ = w’. Dieser Typ ist noch
rechtanschaulich: Ordnen wir N x N lexikographisch, so erhalten wir eine Wohl-
ordnung des Typs w’. Nach « kommen

W+l W +2, sy ey ey, @Dk,

vy ey ey
mit beliebigen natiirlichen Zahlen n und k. Die Fortfithrung dieses Zihlens lie-
fert die Potenzen w". Sie lassen sich erneut vereinigen:

3 n &)
[ €0 L ¢V

Nun erhalten wir Tiirme von w-Potenzen, die zu einer Ordinalzahl fithren, die
einen neuen Namen bekommt:

w

wf.\)
o .., &, &

Von g, geht es weiter mit € + 1 usw. usf.
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2. Kennen Sie w;? 23

w; und die Kontinuumshypothese

Alle Ordinalzahlen, die wir auf diese Weise erreichen, haben etwas gemein-
sam: Sie sind alle endlich oder abzihlbar unendlich. Es gibt aber eine kleinste Or-
dinalzahl, die nicht mehr abzihlbar ist, und diese ist w;. Ihre Existenz lisst sich
mit Hilfe der Basisaxiome der Mengenlehre ZFC, der Zermelo-Fraenkel Axio-
matik mit Auswahlaxiom, herleiten. Es gilt also

oy min { o | o ist Ordinalzahl und a ist iberabzihlbar }

sup { a | a ist Ordinalzahl und a ist abzihlbar }

w; verhilt sich zu ,,abzihlbar” wie N zu ,,endlich®. Das ist sicher eine herausra-
gende Stellung.

Wy taucht in der beriihmten Cantorschen Kontinuumshypothese (CH) in na-
tiirlicher Weise auf. Diese Hypothese lisst sich so formulieren:

Die Kontinuumshypothese (CH)
Es gibt eine Bijektion zwischen w; und R.

Diese Formulierung von (CH) ist dquivalent zu der bekannten Form: ,,Jede Teil-
menge von R ist abzihlbar oder gleichmichtig zu R.“

Wahrscheinlich werden Sie davon gehort haben, dass die Kontinuumshypo-
these im Rahmen der tiblichen Mathematik weder beweisbar noch widerlegbar
ist. Dieses fundamentale Resultat haben Kurt Gédel (1938) und Paul Cohen
(1963) gezeigt. ,Im Rahmen der iiblichen Mathematik“ bedeutet: Mit Hilfe der
Axiome der Mengenlehre ZFC. Die Kontinuumshypothese (CH) und ihre Ver-
neinung - (CH) liegen aufierhalb der Folgerungen, die wir aus unseren mathe-
matischen Grund-Intuitionen ziehen kénnen.

Dabei setzen wir stillschweigend voraus, dass ZFC widerspruchsfrei ist. Denn andernfalls
ist alles beweisbar, also sowohl (CH) als auch = (CH). Die Widerspruchsfreiheit von ZFC
selbst ist nach den Godelschen Unvollstindigkeitessitzen in ZFC nicht beweisbar. Eine
hinreichend starke Axiomatik muss mit der Gefahr von Widerspriichen leben.

Werden wir je erfahren, wie grof§ R ist? Ist eine unlésbare Hypothese iiber-
haupt wahr oder falsch? Gibt es starke neue Axiome, die (CH) entscheiden? Wel-
che Auswirkungen auf die Mathematik haben sie?

Zuriick zu wy, der ersten iiberabzihlbaren Ordinalzahl. Dieser Zahl kommt
eine dhnliche Faszination zu wie der Menge R der reellen Zahlen. Vielleicht ist
w; kleiner als R, vielleicht aber auch gleichmichtig zu R. Wir haben nur die
Definition. Um w; besser zu verstehen, betrachten wir Abschluss-Prozesse.
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24 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

Ein Abschluss-Prozess der Linge w

Hier ist ein einfaches Problem. Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Weiter
seien f: X — X eine Funktion und X, 0 X.

Frage
Was ist das O-kleinste Y O X mit den Eigenschaften:
M Xo OY
@ flY:Y —-Y?

Dabei ist f | Y die Einschrinkung der Funktion f auf die Menge Y. Die
Notation f|Y: Y — Y besagt, dass die Menge Y abgeschlossen unter f ist,
d.h.esgiltf(y) e Y firalley e Y.

Jeder Mathematiker sieht schnell, dass Y existiert, und gibt wahrscheinlich
eine der beiden folgenden Antworten.

Antwort A
Y = N{Y OX 1Y erfiillt (i) und (ii) }

Dies ist die harte Losung des Problems ,,von oben®. Die Uberlegung ist hier:
X selbst erfiillt (i) und (ii), und diese beiden Bedingungen sind schnittstabil. Fei-
ner als ,separate and cut” ist jedoch die Losung ,,von unten®:

Antwort B
Y = ,der Abschluss von X, unter

Hierzu definieren wir rekursiv
X,.1 = X, Of[X,] firnew
und setzen

Y=U,.oX,

Wir fiigen zu X, das Bild f[ X ] von X; unter f hinzu, und erhalten X;. Dann fii-
gen wir das Bild f[ X ] von X unter f hinzu usw.

Die Kenntnis der Rekursion iiber die natiirlichen Zahlen vorausgesetzt, sind
die Beweise der Korrektheit der beiden Antworten jeweils elementar. Die zweite
Methode zur Identifizierung von Y liefert eine O-aufsteigende Folge

X, 0X,0X,0..0X, 0 ..

von Approximationen an Y. Damit konnen wir eine Funktion 8: Y — wdefinie-
ren, die die minimale Anzahl von Schritten angibt, die notwendig ist, um ein
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2. Kennen Sie w;? 25

gegebenes y € Y von X, aus mittels der Funktion f zu erreichen. Wir setzen
hierzu X_; = O und definieren fir alley € Y:

O(y) = ,daseindeutige n € wmity e X, - X, _“
Fassen wir G = (X, f) als einen gerichteten Graphen auf (mit Kanten von x nach

f(x) fiir alle Ecken x € X), so ist
&y) = d(y, Xp) = min {d(y,x) | xe X, }

mit dem tiblichen Abstand d auf G.

Die Darstellung Y=U, _, X, erlaubt zudem Induktionsbeweise iiber Y: Wir
konnen fiir eine Eigenschaft ¢ die Aussage Ox e Y ¢(x) zeigen durch einen induk-
tiven Beweis von (On e w [k e X, ¢(x).

Solche Vorteile hat die erste Antwort nicht zu bieten. Die zweite Methode
rollt die gesuchte Menge wie einen unendlichen Teppich vor uns aus und zeigt
uns dadurch, wie sie aufgebautist. Die Menge Y erscheint in geschichteter Form,
die Mengen X, entsprechen den Baumringen eines Baumstamms.

Analoge Konstruktionen von ,,oben und unten“ tauchen in der Mathematik
auch an anderen Stellen auf. Wiirden Sie den von zwei Vektoren im R’ erzeugten
Unterraum als Schnitt aller Unterriume definieren, die die beiden Vektoren ent-
halten? Die alternative Spann-Darstellung liefert ein klareres Bild tiber diesen
Unterraum. Welche der beiden Darstellungen zur Definition verwendet wird
und welche dadurch zum Satz wird, spielt letztendlich keine Rolle. Wichtig ist,
dass es die ,,ausbreitende Darstellung® von unten gibt.

Der obige Abschluss-Prozess zur Gewinnung von Y hat die Linge w: Nach
w-vielen vielen Schritten bilden wir die Vereinigung aller Schichten X, und sind
fertig. Bei komplexeren Konstruktionen kann es nun vorkommen, dass w-viele
Schritte nicht ausreichen. Ein Fall, bei welchem unsere erste iiberabzihlbare
Ordinalzahl w; als Linge der Rekursion erscheint, taucht bei einem Grundbe-
griff der Mafi- und Wahrscheinlichkeitstheorie auf. Wir beschrinken uns hier
auf die reellen Zahlen und erinnern an folgenden Begriff: Ein Mengensystem
s O P(R) heifit eine 0-Algebra auf R, wenn gilt:

1) Red
(2) AedA impliziert A°=R-Aedd
(3) B O A und B abzihlbar impliziert U B e o
Die einfachsten o-Algebren auf R sind { O, R } und P(R). Weiter ist

A = {AOR | Aistabzihlbar oder gleichmichtig zu R }

eine 0-Algebra. Gilt die Kontinuumshypothese, so gilt 4 = P(R). Andernfalls ist
o echt kleiner als P(R).

Die vielleicht wichtigste 0-Algebra auf R entsteht aus den offenen und abge-
schlossen Mengen. Diese 0-Algebra betrachten wir nun genauer.
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Ein Abschluss-Prozess der Linge o

Sei O das System der offenen Mengen auf R.
Frage
Was ist das O-kleinste s¢ 0 P(R) mit den Eigenschaften:
@ 00«
(ii) o ist eine 0-Algebra auf R?

Antwort A
A= N{sA'0PR) | A erfiillt (i) und (i) }

Antwort B
A = ,der Abschluss von O unter abzihlbaren Vereinigungen und
Komplementbildung®

Fiir die zweite Antwort definieren wir rekursiv zwei w,-Folgen
(X, l o< Jund My | a<ow,[]

Solche transfiniten Rekursionen verlaufen analog zu Rekursionen iiber den na-
tiirlichen Zahlen: Zur Definition von Z, diirfen wir auf alle Z zuriickgreifen
mit B < a. Ein allgemeiner Satz von John von Neumann besagt, dass solche re-
kursiv definierten Objekte eindeutig existieren.

Rekursionsanfang
5, =0, MNyp={R-AlAeZX}={A0R I Aistabgeschlossen }

Rekursionsschritt
Sei a < wy, und seien Zg, Mg konstruiert fiir alle B < a. Wir setzen

Yy = {U B | Bist eine abzihlbare Teilmenge von Ug .o (I [T p) }
Ny = {R-AlAeZ,}

Dann ist

4 = Ugcan Za = Unco M

die gesuchte 0-Algebra. Es ist leicht nachzuweisen:

(+) Zp 0% o, Z5 ON o Mg OZ 4, Mg ON o fiiralle B<a <oy

Wir erhalten also eine Hierarchie von Mengensystemen, die & ausschopfen.
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Bemerkungen zur Konstruktion

Die Mengen 2, (0T  fiir o < w; sind unsere Approximationen an das
gesuchte . Die Definition von X, und M ist klar. Nun schlieflen wir die
Menge %, [T1 ( unter abzihlbaren Vereinigungen ab. Danach bilden wir
Komplemente. Dadurch gibt es unter Umstinden neue abzihlbare
Vereinigungen. Also schlieffen wir unsere Approximation wieder unter
diesen Vereinigungen ab und bilden Komplemente usw. Aber auch nach
w-vielen Schritten sind wir nicht fertig: Bilden wir

€ = Unew(znm n)7

so existieren (wie sich mit einem Diagonalargument nachweisen lisst)
Mengen A, € X, [T1 , fiir n € Wmit

U, oA, ¢%6.

Also mussen wir erneut unter abzihlbaren Vereinigungen abschlieflen usw.
usf. Die Prizisierung von ,,usw. usf.“ sind hier die abzihlbaren Ordinalzah-
len.

Warum sind wir nach w;-vielen Schritten fertig? Um dies einzusehen, be-
trachten wir eine abzihlbare Menge

B0 =Ugeq Za

Jeder Menge B in & kénnen wir ihren Konstruktionsindex zuordnen, also das
kleinste o < w; mit B € Z, (T1 4. Wir erhalten dadurch abzihlbar viele Indizes,
und das Supremum 0 dieser Indizes ist kleiner als ;. Denn wy ist nichtin abzihl-
bar vielen Schritten von unten erreichbar, da die Vereinigung von abzihlbar vie-
len abzihlbaren Ordinalzahlen abzihlbar ist. Dann wird aber U % spitestens an
der Stelle 0 < w; konstruiert. Also ist U B e .

Das Mengensystem s heifit die Borel-0-Algebra auf R. Es ldsst zeigen, dass die
Inklusionen der Approximationen in (+) stets echt sind. Wir miissen also wirklich
w;-viele Schritte machen, um zu o zu gelangen. Die Approximationen X, und
My bilden die Borel-Hierarchie.

Wie im ersten Beispiel haben wir gegeniiber der Schnittdefinition Vorteile:

(1) Ein besseres Verstindnis von .

(2) Ein Maf fur die Komplexitit einer Menge in s: Die Stelle, an der die
Menge zum ersten Mal in einer Approximation erscheint (Konstruktions-
index).

(3) Die Moglichkeit, Aussagen iiber o4 durch Induktion (der Linge wy) zu
zeigen, und Rekursionen entlang der Borel-Hierarchie zu fithren.

Wir diskutieren ein Beispiel fiir (3) etwas ausfiihrlicher.
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Borel-Determiniertheit und projektive Mengen

Ein wichtiges Beispiel fiir eine Hierarchie-Induktion ist der Beweis der Borel-
Determiniertheit [ Martin, 1975 ]. Fiir ein gegebenes A O R betrachten wir das
unendlich lange ,,Spiel“ G, fiir zwei Spieler [ und II:

(1) Spieler I spielt zu Beginn eine ganze Zahl z.

(2) Danach spielen I und II abwechselnd Nachkommastellen
0,e{0,...,9} firallenew (Ispieltallea,,, I spieltallea,,, )
Spieler I gewinnt die Partie, falls die gemeinsam gespielte reelle Dezimalzahl

2,00 O ... Oy Olypsg -

ein Element der vorgegebenen Menge A ist. Sonst gewinnt Spieler II. Der erste
Spieler versucht also, in die Menge A hinein zu spielen, der zweite versucht, aus
A zu entkommen. Eine Teilmenge A von R heifit determiniert, falls eine Gewinn-
strategie fiir I oder Il im Spiel G, existiert. Der intuitive Begriff ,,Gewinnstrate-
gie“ lisst sich dabei leicht mit Hilfe von Funktionen prizisieren, die vorgeben,
welche Ziige bei welchem Spielstand zu spielen sind. Fiihrt eine derartige Funk-
tion immer zum Gewinn (egal, wie der Gegner spielt), so liegt eine Gewinnstra-
tegie vor.

In ZFC gibt es Mengen reeller Zahlen, die nicht determiniert sind. Zum Be-
weis wird substantielle das Auswahlaxiom verwendet. Es stellt sich daher die
Frage, ob wenigstens alle ,einfachen, definierbaren” Mengen determiniert sind.
Hier gilt nun:

Satz  (Borel-Determiniertheit)
I Jedes Element der Borel-o-Algebra auf R ist determiniert.

Es ldsst sich noch relativ leicht zeigen, dass jede offene Menge determiniert ist
[Gale / Stewart 1953] (siche die Erginzungen am Ende des Essays fiir einen Be-
weis). Der Beweis fiir die Borel-0-Algebra von Donald Martin verliuft ausge-
hend von diesem Induktionsanfang mittels eines nichttrivialen Induktions-
schritts durch die Borel-Hierarchie. Dabei werden ungewthnlich komplexe
Mengen verwendet, deren Existenz durch wiederholte Anwendung des Erset-
zungsschemas von ZFC garantiert wird. Es ist kein nichtinduktiver Beweis be-
kannt.

Warum ist Determiniertheit mehr als eine Spielerei? Eine kurze Antwort ist:

Determiniertheit impliziert viele gute Regularitiitseigenschaften.

Fiir interessante Teilsysteme o von P(R) gilt zum Beispiel: Sind alle Elemente
von sl determiniert, so sind alle Elemente von s auch Lebesgue-messbar; und
sie sind abzihlbar oder gleichmichtig zu R, d.h. es gilt (CH) eingeschrinkt auf «.
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Grofle Kardinalzahlen

Jede Borel-Menge ist also determiniert. Andererseits gibt es nicht determi-
nierte Teilmengen der reellen Zahlen. Offen bleibt immer noch:

Frage

Welche Teilmengen von R sind determiniert?

Eines der besten neueren Ergebnisse der Mengenlehre lautet vereinfacht: Es
gibt eine Erweiterung der Basisaxiome ZFC um sogenannte grofie Kardinalzah-
laxiome, mit deren Hilfe - und nicht ohne diese — man beweisen kann, dass jede
projektive Menge determiniert, und also insbesondere Lebesgue-messbar ist. Das
System der projektiven Mengen & O P(R) entsteht wieder durch einen Ab-
schluss-Prozess: Wir schlieflen die Borel-o-Algebra of auf R ab unter Bildern
von stetigen Funktionen f: R — R und Komplementbildung. Ist also A € % und
fstetig, soistf[A] € P und R - A € P. Dieser Abschluss-Prozess hat Linge wund
liefert die sogenannte projektive Hierarchie. Ist es nicht iiberraschend, dass die
Lebesgue-Messbarkeit der Elemente einer so natiirlichen Klasse nur mit starken
neuen Axiomen gezeigt werden kann?

Die Lebesgue-Messbarkeit der projektiven Mengen ist schon recht erdnah.
Und sobald es ein derartiges Resultat mit einer direkt greifbaren Implikation
gibt, etwa ,,grofie Kardinalzahlen implizieren, dass jede gerade Zahl grofier als
zwei die Summe zweier Primzahlen ist“, werden Sie so hiufig tiber Mengenlehre
lesen wie in den 60er Jahren, als Paul Cohen das Forcing erfand.

Neue zahlentheoretische Sitze
Warum darf man iiberhaupt hoffen, dass eine einfache zahlentheoretische
Aussage wie die Goldbachsche Vermutung mit (und nur mit) grofien
Kardinalzahlaxiomen bewiesen werden kann? Weil man weif3, dass durch
diese Axiome tatsichlich neue zahlentheoretische Aussagen von der
logischen Komplexitit (Anzahl der Quantorenwechsel) der Goldbachchen
Vermutung beweisbar werden. Es handelt sich hier um sogenannte M-
Aussagen tiber die natiirlichen Zahlen: Ein oder mehrere Allquantoren,
gefolgt von einer Aussage, in der alle Quantoren beschrinkt sind. Von
dieser Form ist die Goldbachsche Vermutung:

Ox (x>2 Ox gerade - [p,q <x(p,qsind prim Op + q = x))

(Die Formeln ,x gerade®, ,,p ist prim® usw. lassen sich mit beschrinkten
Quantoren schreiben, welche nur noch +, [J0, 1 enthalten.)

Bisher gibt es jedoch noch keine neue I;-Konsequenz der grofien
Kardinalzahlaxiome mit einem unmittelbar greifbaren zahlentheoretischen
Gehalt. Ein Resultat von der Qualitit der projektiven Determiniertheit steht
noch aus.
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Hier ist nicht der Ort, die grofien Kardinalzahlaxiome im Detail vorzustellen
(wir geben ein Beispiel in den Erginzungen). Denken Sie an Aussagen der Form
ywexistiert” oder ,,w; existiert”, die die Linge der Perlenkette der Ordinalzahlen
betreffen. Viele solche Aussagen sind aus den Basisaxiomen beweisbar. Fiir an-
dere brauchen wir neue Axiome. Dass es derartige Prinzipien tiberhaupt gibt,
kann einen in Erstaunen versetzen. Thre Existenz ist vergleichbar mit der Exi-
stenz ferner Galaxien. Es miisste sie nicht geben. Sie sind eine Entdeckung der
Fernrohre und zeigen uns den Reichtum des Universums.

Konsistenzstirke

w; habe ich Ihnen vorgestellt als Grenze des Abzihlbaren und als Kandidaten
fiir die Grofie von R. Und mit der Borel-0-Algebra auf R haben wir ein Stiick der
Mathematik beobachtet, in dem w; die Biihne betritt und eine Hierarchie liefert,
mit der man tiefe Sitze beweisen kann.

Das unscheinbare w; steht dariiber hinaus in erstaunlichem Kontakt mit den
fernen Galaxien der grofien Kardinalzahlaxiome. Stanistaw Ulam hat 1930 ge-
zeigt:

Satz  (Satz von Ulam)
| Esexistiert kein nichttriviales 0-additives Maf} auf ;.

Wir geben in den Erginzungen einen Beweis. Als Korollar erhalten wir ein Er-
gebnis von Banach und Kuratowski (1929):

Satz  (Satz von Banach-Kuratowski)
Die Kontinuumshypothese (CH) und die Existenz eines nichttrivialen
o-additiven Mafles auf den reellen Zahlen sind unvertriglich.

Abschwichungen der Forderung nach einem o-additiven Maf} auf w; fithren
nun zu Aussagen mit bemerkenswerten Konsequenzen. Diese Abschwichungen
sind von der Form:

»Es gibt ein 0-additives Maf} auf einer 0-Algebra auf wy, welche fast die ganze
Potenzmenge von wy ist.”

»Es gibt ein fast-o-additives Maf} auf w;.“

Derartige Abschwichungen reihen sich ein in eine Vielzahl von komzbinatori-
schen Prinzipien iiber w;, welche wie (CH) unabhingig von den Basisaxiomen
ZFC sind. In vielen Fillen gibt es aber einen wesentlichen Unterschied:

Ist ® ein solches Prinzip, so gentigt ZFC, um zu zeigen, dass ® nicht beweisbar
ist. Anders als bei (CH) miissen wir aber nun, um zu zeigen, dass ® konsistent,
also nicht widerlegbar ist, grofie Kardinalzahlaxiome bemiihen - und die Zusatz-
annahme, dass diese Prinzipien keine Widerspriiche erzeugen.
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Grob vereinfacht ist die Situation die folgende. Es hat sich eine Liste von zu-
sitzlichen Axiomen oder Semi-Axiomen - nennen wir sie A, B, C, ... - herauskri-
stallisiert, die den Reichtum des mengentheoretischen Universums beschreiben.
Diese grofien Kardinalzahlaxiome haben nichts mehr von ,unmittelbar ein-
leuchtend“ an sich, diirfen aber aus vielerlei Griinden als die kanonische Erwei-
terung der Basisaxiome gelten.

Ein Grund fiir ihre ausgezeichnete Stellung - neben ihren Antworten auf Fra-
gen der Determiniertheit (und in Zukunft vielleicht auf Fragen der Zahlentheo-
rie) - ist die verbliiffende empirische Tatsache, dass fiir kombinatorische Aussa-
gen @ immer genau ein grofies Kardinalzahlaxiom, sagen wir K, existiert, das
exakt die logische Stirke von @ besitzt. Gleiche logische Stirke bedeutet: Aus der
Widerspruchsfreiheit der Theorie ,Basisaxiome + K* folgt die Widerspruchs-
freiheit der Theorie ,,Basisaxiome + ®* und umgekehrt. Und diese Aquivalenz ist
falsch, wenn wir statt K das Axiom J oder L einsetzen. Man nennt das Axiom K
auch die Konsistenzstirke der Aussage ®.

Die Bestimmung der Konsistenzstirke einer Aussage verwendet in der Regel
zwei verschiedene Techniken, nimlich ,innere Modelle“ (Kernmodelle) und
siteriertes Forcing®. Die Beweise sind komplex und oft sind nur Abschitzungen
bekannt. Beide Techniken wurden in den beiden letzten Jahrzehnten intensiv
weiterentwickelt.

Den inneren Modellen - natiirlichen mengentheoretischen Welten fiir be-
stimmte Axiome - kommt zudem die Rolle zu, die Widerspruchsfreiheit der gro-
len Kardinalzahlaxiome relativ zu den Basisaxiomen zu untermauern. Ein stren-
ger Beweis selbst dieser relativen Widerspruchsfreiheit ist nach den Gédelschen
Unvollstindigkeitssitzen nicht méglich. Die Konstruktion eines kanonischen
inneren Modells fiir grofie Kardinalzahlen ist der beste Ersatz fiir den notwendig
fehlenden Beweis ihrer relativen Konsistenz.

Fiir einige besonders starke grofie Kardinalzahlaxiome konnte ein inneres
Modell noch nicht konstruiert werden, und die Frage etwa der Existenz eines sol-
chen Modells fiir das sehr starke Axiom ,es existiert eine superkompakte Kardi-
nalzahl“ hat inoffiziellen Millenniumsrang unter Mathematikern, die sich fiir
Grundlagenfragen interessieren (vgl. [ Steel, 2000]).

Das Phinomen der Konsistenzstirke zeigt, dass bereits Fragen tiber das ver-
hilmismiBig kleine Objekt w; zwangsliufig zu den grofien Kardinalzahlaxiomen
fithren. Ein bestimmtes natiirliches Prinzip ®, das die Existenz eines Mafles auf
einer grofien 0-Algebra auf w; fordert (,,es existiert ein w;-dichtes Ideal®, vgl. die
Erginzungen), hat die Konsistenzstirke W = ,,es existieren unendlich viele Woo-
din-Kardinalzahlen®. Das Axiom W ist zentral Axiom im Umfeld der Determi-
niertheit: Es impliziert direkt die Determiniertheit der projektiven Mengen und
ist die exakte Konsistenzstirke der Determiniertheit a/ler Teilmengen von R
Basistheorie ZF (Hugh Woodin, 90er Jahre). Dies ist ein Beispiel einer iiberra-
schenden Vernetzung verschiedener Teildisziplinen der Mengenlehre — Deter-
miniertheit, Kombinatorik, grofie Kardinalzahlen -, , one that speaks of the great
achievements that bave been made and the promise of deeper insights to come (Akihiro
Kanamori).
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Warum Mengenlehre?

Die Mengenlehre ist nun seit tiber hundert Jahren die erste Adresse der ma-
thematischen Grundlagenforschung, mit grofien Erfolgen gerade in der jiing-
sten Zeit. Einige Rauchzeichen davon finden Sie oben. Wiire der Hilbertsche
Sprachjargon heute noch iblich, kénnte man sagen, dass sie zum Ruhm des
menschlichen Verstandes nach wie vor wesentlich beitrigt (zeitgemifier klingt
swissenschaftliche Kultur®). Der Mathematik hat sie ihre moderne Sprache und
ihre Klarheit gegeben. Und im hier und jetzt, wo die Mathematik die interdiszi-
plinire Kommunikationsfihigkeit zu verlieren beginnt, kann der Mengenlehre
neben ihrer Hauptaufgabe der Grundlagenforschung fiir die Zukunft eine wei-
tere, bislang nur zu Beginn ihrer Geschichte wahrgenommene Rolle zukommen,
nimlich auch der Mitteilung von Mathematik ein sprachliches Vorbild zu sein. In
einem ist sie ndmlich unter den mathematischen Disziplinen der Physik am dhn-
lichsten: Neben den Entdeckungen ist auch eine Interpretation der Entdeckun-
gen zu leisten. Und diese Interpretation ist jedem wissenschaftlich interessierten
Hérer zuginglich, wenn sie entsprechend formuliert und prisentiert wird.

Anhang

Dieser Anhang enthilt die im Haupttext angesprochenen Erginzungen:

Erginzungen
(1) Beweis der Determiniertheit offener und abgeschlossener Teilmengen
von R

(2) Beispiel fiir ein grofies Kardinalzahlaxiom: Unerreichbare Kardinal-
zahlen

(3) Beweis des Satzes von Ulam: ,,Es gibt kein nichttriviales o-additives
Maf auf w,.“

(4) Beispiel fiir ein kombinatorisches Prinzip: ,,Es existiert ein w;-dichtes
Ideal auf w,.“
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1. Determiniertheit der offenen Mengen
Wir beweisen (halbformal) den Satz von Gale und Stewart aus dem Jahr 1953:

Satz  (Offene Determiniertheit, Satz von Gale-Stewart)
| Jede offene Menge A 0 R ist determiniert.

Beweis
Annabme, I hat keine Gewinnstrategie. Wir definieren rekursiv eine
Strategie T fiir Spieler II wie folgt:

Istz, 00y ... 04, gespielt worden, so ist der nichste Zug a,,,, von Spieler 11
gemif T wie folgt definiert:

weina e{0,1,...,9} mitder Eigenschaft: Spieler I hat immer noch
keine Gewinnstrategie nach dem Zug a, d.h. I hat keine Gewinnstrate-
gie im Spiel G,, wenn die ersten Ziige z, 0 ...0,,0 vorgegeben sind“

Durch eine Induktion nach n ist leicht einzusehen, dass ein solches o
existiert. Wir diirfen zur Definition von T an der Stelle n verwenden:

»1 hat keine Gewinnstrategie in G, bei vorgegebenen ersten Ziigen
Z, ao...azn.“

Wir zeigen nun - und hier erst geht die Offenheit von A ein:

(+) Tist eine Gewinnstrategie fiir Spieler 11

Seix =1z,0(0;... eine Partie, in der Spieler II nach der Strategie T spielt
(und Spieler I beliebig). Annabme x € A. Da A offen ist, existiert ein n mit
z,0...00,BoBy -.. € A fiir beliebige By, Bi,... € {0, ..., 9 }. Dann ist aber das
Spiel G, mit vorgegebenen ersten Ziigen z,0...0,, gewonnen fiir I (bei
beliebigem Spiel), im Widerspruch zur Definition von T. Also istx ¢ A, und
damit T eine Gewinnstrategie fiir IL.

Kurz formuliertlautet die Strategie fiir II: ,,Spiele stets so, dass Spieler [immer
noch nicht gewinnt.“ Die Strategie, keine ,,groben Schnitzer” zu machen, fithrt
bei offenen Mengen fiir Spieler II zum Sieg, - vorausgesetzt, das Spiel ist nicht
von Anfang an gewonnen fiir Spieler I.

Mit vertauschten Rollen von I und II kénnen wir in gleicher Weise zeigen:

Satz  (abgeschlossene Determiniertheit)
| Jede abgeschlossene Menge A [ R ist determiniert.

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



34 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

2. Ein grofies Kardinalzahlaxiom: Unerreichbarkeit

Eine Ordinalzahl o heifit eine Kardinalzabl, falls fir alle B < a gile: 1B < lal.
Alle natiirlichen Zahlen sind Kardinalzahlen. Die ersten unendlichen Kardinal-
zahlen sind wund w;. Die unendlichen Kardinalzahlen zerfallen nun in die sin-
guliren und die reguliren Kardinalzahlen:

Definition  (singulir, regulir)
Eine unendliche Kardinalzahl k heifit singulir, falls eine Folge [dg | B <A
von Ordinalzahlen existiert mit:

i A<k
(i) op<kfiiralle <A
(iii) sup {og | B<A}=k
Eine unendliche Kardinalzahl K heifit regulir, falls sie nicht singulir ist.
Intuition
Regulire Kardinalzahlen K kénnen von unten nur durch K-viele Schritte
erreicht werden, singulire Kardinalzahlen K durch weniger als K-viele

Schritte. Singulire Kardinalzahlen kénnen sehr grof§ sein, aber wir kénnen
sie vergleichsweise schnell durchlaufen.

Beispiele

Die Kardinalzahlen

W W, W = min{a>w; | aKardinalzahl }, w;, ..., ...

sind jeweils regulir. Das Paradebeispiel fiir eine singulire Kardinalzahl ist
W, = sup { W Wy, W, ... }

Die Kardinalzahl w, tiberragt alle ihre Vorginger w, an Michtigkeit, aber
diese Vorginger bilden eine Leiter der Linge &y die zu w, hinauf fiihrt.

MitHilfe der Regularitit konnen wir ein grofien Kardinalzahlaxiom formulie-
ren:

Definition (unerreichbare Kardinalzabl)
Eine unendliche Kardinalzahl K heifit (stark) unerreichbar, falls gilt:

(1) Kistregulir.

(i) Fiiralle a <k ist | Pa)l <Kk.

Offenbar ist w eine unerreichbare Kardinalzahl. Aufgrund der zweiten Bedin-
gung ist eine unerreichbare Kardinalzahl stets eine Limeskardinalzahl. Folgende
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Uberlegung vermittelt einen Eindruck von der Grofie solcher Zahlen: Ist k =
mit a > 0 unerreichbar, so gilt o = K, d.h. K ist die K-te Kardinalzahl. Denn K ist
das Supremum aller wg, B < a. Da K regulr ist, gilt o = K.

Das einfachste grofie Kardinalzahlaxiom lautet nun:

Existenz unerreichbarer Kardinalzahlen (U)
Es existiert eine iiberabzihlbare unerreichbare Kardinalzahl.

In ZFC konnen wir (U), d.h. die Existenz einer unerreichbaren Kardinalzahl k
grofier als wy nicht beweisen.

Beweisskizze
Annabme, ZFC beweist (U). Sei dann K die kleinste iiberabzihlbare
unerreichbare Kardinalzahl. Dann ist die k-te von Neumann Stufe V| ein
Mengen-Modell von ZFC + = (U). Damit gibt es also ein Modell von ZFC,
in dem keine iiberabzihlbare unerreichbare Kardinalzahl existiert. Dies
steht im Widerspruch zu ,,ZFC beweist (U)“. In jedem Modell von ZFC
gelten alle in ZFC beweisbaren Sitze.

Mit Hilfe des zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatzes folgt stirker: In
ZFC kann man nicht zeigen, dass ZFC + (U) relativ konsistent zu ZFC ist. Die
Hinzunahme von ZFC erhoht, wenn man so will, die Gefahr, einen Widerspruch
mit aufzunehmen. Dies ist zum Beispiel fiir das Auswahlaxiom anders: Godel hat
gezeigt, dass die Widerspruchsfreiheit von ZF die Widerspruchsfreiheit von
ZFC impliziert. So umstritten das Auswahlaxiom auch sein mag, fiir Widersprii-
che ist es nicht verantwortlich. Kann ,,0 = 1“ in ZFC bewiesen werden, so gibt es
einen Beweis von ,,0 = 1, der das Auswahlaxiom nicht verwendet. Fiir Axiome
wie (U) (und alle anderen grofien Kardinalzahlaxiome) ist dies anders. Jedes sol-
che Axiom kann einen neuen Widerspruch mit sich bringen. Mit anderen Wor-
ten: Diese Axiome sind prinzipiell méglicherweise inkonsistent.

3. Der Satz von Ulam iiber Mafie auf w,

Definition (Mafs)
Sei M eine Menge. Ein nichttriviales 0-additives Maf§ auf M ist eine
Funktion p: P(M) — [0, 1] mit den Eigenschaften:

@ uM) =1 (Normiertheit)

(i) pdx}) = 0 firallexeM (Nichttrivialitit)
(iii) Fir alle paarweise disjunkten Mengen Ay, A, ... O M gilt:

M(UncoAn) = Zneco Ay (0-Additivitiit)

Fiir ein Mafi p gilt p(A) < pu(B) fiir A0 B und (M - A) =1 - p(A). Nach (ii) und
(iii) ist weiter p(A) = 0 fiir alle abzihlbaren A O M.
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Wir zeigen nun:

Satz  (Satz von Ulam (1930))
| Es gibt kein nichttriviales o-additives Maf} auf .

Beweis

SeilA, ¢ | n e w a € w [kine Ulam-Matrix, d.h. es gilt:
(@) Ay g firallenewaew
b) U,cwA,q=w -a firallea<w,
(©) M, o | o< st paarweise disjunkt fiir alle n € w

zur Existenz einer Ulam-Matrix:
Fiir alle B < wy sei fg : @ — (B + 1) surjektiv. Mit Hilfe dieser Surjektio-
nen definieren wir fiir alle fiir n € wund o < w;:

Apg = {B<w | fa(n) = a}
Dannist [A, 4 | n € @ o € w; [kine Ulam-Matrix.
Anmnabme, es gibt ein nichttriviales 0-additives Maf§ 4 auf ;. Dann existiert

wegen (b) fiir alle o < w, ein ny € Wmit P(A,, o) > 0. Also existiert ein n* € w
mit:

H(A,-q) # 0 fiir iiberabzihlbar viele a < w,
(Denn eine abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen ist abzihlbar.)

Dies ist ein Widerspruch zu (c), denn es kann nicht iberabzihlbar viele
paarweise disjunkte Mengen mit positivem Mafy geben (andernfalls existiert
ein m € wund unendlich viele Mengen A mit pJ(A) = 1/m, im Widerspruch
zur Additivitit von L und p(w;) = 1).

Dieses Ergebnis verstirkt:

Korollar  (Satz von Banach-Kuratowski (1929))
I Es gelte (CH). Dann existiert kein nichttriviales o-vollstindiges Maf} auf R.

Beweis

Aufgrund von (CH) gibt es eine Bijekktion g : R — wy. Annabme, es gibt
ein nichttriviales 0-additives Mafy pt auf R. Dann ist g(i) ein nichttriviales
o-vollstindiges Maf auf wy, wobei g(u) definiert ist durch

@) = p(xeR | gx)eA)) firalle A ;.

Dies ist ein Widerspruch zum Satz von Ulam.
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4. Kombinatorik auf w;: Existenz eines w;-dichten Ideals

Definition (Ideal auf w;)
Ein Mengensystem I 0 P(w,) heifit ein Ideal auf wy, falls gilt:

(i) Furallea e w,ist{a}el
(i) Firalle A, B o | gilt: A e Tund B O A impliziert B € L.
(iii) Firalle{A, Inew}OTlist U, _,A, el

Dualer Filter und Mafle
Ist I ein Ideal auf w;, so heifit
F(I)={AB&)1|U)1—AEI}

der duale Filter. Das System s =1 O F(I) ist eine 0-Algebra und die
Funktion p: { — [0, 1] mit

HA) = 1, fallsAeFD), pA) = 0, falls Ael

ist ein nichttriviales 0-addivives Maf§ auf .

Ist I ein Ideal auf w; so setzen wir fiir A, B [t ;:
AO:B, falls B-Ael

Anschauung ist, dass A ,,im Wesentlichen® eine Teilmenge von B ist (bis auf eine
kleine Differenzmenge bzgl. I).

Definition (w;-dichtes Ideal)
Ein Ideal T w; heifit w;-dicht, falls ein @ O P(wy;) - I existiert mit:

@ 19l = w

(if) Furalle X 0 P(w,;) - I existiertein Y e D mit Y O X.
Die zweite Eigenschaft bedeutet: Das Ideal & ist ,,dicht nach unten” in der par-
tiellen Ordnung 0.

Das System P(w,) - Iist dicht nach unten, erfiillt aber (i) nicht: @ darflediglich

die Michtigkeit w; haben. Man kann zeigen, dass ein abzihlbares 9 fiir (ii) nicht

geniigt. Die Michtigkeit 1% | = w; ist kleinstmdoglich.
Wir betrachten nun die folgende kombinatorische Aussage:

Existenz eines w;-dichten Ideals (DI)
Es existiert ein w; dichtes Ideal auf w.

Im Sinne obiger Bemerkung ist dieses Prinzip eine Version von:

»Es existiert ein 0-additives Mafi [ auf einer grofien 0-Algebra auf w;.“
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Denn s =10 F(I) ist ,,grofi: Die nicht p-messbaren Mengen sind genau die Ele-
mente von P(wy) - o; und innerhalb dieser nicht p-messbaren Mengen ist &
dicht nach unten und von der Grofie wy.

Das Resultat ,,der Zusammenschau verschiedener Dinge“ von Hugh Woodin
lautet nun:

Satz  (Satz von Woodin)
Die folgenden Theorien sind dquikonsistent:
(i) ZFC + ,Es existieren w-viele Woodin-Kardinalzahlen.“
(i) ZFC + (DI)
(iii) ZF + (AD)

Dabei ist
(AD) = Axiom of Determinacy = ,Jedes A O R ist determiniert.”

Dieses Axiom ist nicht mit dem Auswahlaxiom vertriglich, sodass in (iii) die
Theorie ZF um (AD) erweitert wird.

Zwei Theorien T'; und T} sind dquikonsistent, wenn aus der Widerspruchsfrei-
heit der Theorie T die Widerspruchsfreiheit von T, folgt und umgekehrt. Die
Konsistenzargumente sind dabei konstruktiv: Wiirde es jemandem gelingen, in
ZF (ohne Auswahlaxiom) zu zeigen, dass es eine nicht determinierte Teilmenge
von R gibt, so liefie sich dieser Beweis in einen Widerspruch innerhalb der Theo-
rien (i) bzw. (ii) des Satzes tibersetzen.
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3. Ordinalzahlen in der
Analysis und Mafitheorie

Wir stellen verschiedene Anwendungen der Ordinalzahlen in der Analysis und
Maftheorie vor. Im Zentrum stehen die abzihlbaren transfiniten Zahlen, die wir
mit einer auf Friedrich Hartogs zurtickgehenden Methode einfiihren. Die wich-
tigste Anwendung ist ein neuer Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
der Mafitheorie.

1. Einfithrung

Im Umfeld von Eindeutigkeitsfragen der Theorie der Fourier-Reihen schuf
Georg Cantor den Begriff der ,linearen Punktmannigfaltigkeit®, der ,, Teilmenge
von R“. Er untersuchte die Operation der Punktableitung, die von einer Menge
P reeller Zahlen zur Menge P’ ihrer Hiufungspunkte fithrt, und um dieser Ope-
ration Herr zu werden, entwickelte er die Ordinalzahlen.

Die neue transfinite Mengenlehre wurde im deutschen Sprachraum schnell
populir, die Wirkung der sechsteiligen Artikelfolge ,,Uber unendliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten® ist schwer zu iberschitzen. Die durch Mittag-Leffler
angeregten franzésischen Ubersetzungen dieser Arbeiten in den Acta Mathema-
tica brachten weiter denjenigen Zweig der mathematischen Moderne hervor, der
heute mit den Namen Borel, Baire und Lebesgue verbunden ist. Um 1920 herum
hatten die transfiniten Methoden international den Stand des mathematischen
Grundwissens erreicht, sie tauchen in den Glanzstiicken der Lehrbuchliteratur
ebenso auf wie in den wichtigsten Forschungsartikeln der Zeit. Wir nennen hier
nur Hausdorffs ,,Grundziige der Mengenlehre“ von 1914 und Stefan Banachs
Abhandlung iiber bewegungsinvariante Inhalte von 1923; letztere enthilt einen
Beweis einer Version des Satzes von Hahn-Banach durch transfinite Induktion.
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Warum dann die mathematische Popularitit der transfiniten Zahlen abriss,
wire Gegenstand einer eigenen Abhandlung. Zwei Griinde kann man sicher an-
fithren:

Zum einen ging die mathematische Grundlagenforschung nach Gédel ihre ei-
genen Wege. Die Mengenlehre wurde, abgesehen von der Sprache, die sie der
ganzen Mathematik zur Verfiigung stellte, Teil der mathematischen Logik. Le-
diglich die deskriptive Mengenlehre, vorangetrieben vor allem durch Hausdorff
und die russische Schule um Lusin, konnte zunichst noch den Kontakt zur Ana-
lysis und Mafitheorie halten, der der Mengenlehre ja in die Wiege gelegt zu sein
schien. Nach anfinglichen Erfolgen stieff man aber auch hier, wie im Fall der
Kontinuumshypothese, auf ,zu schwierige Fragen® - Fragen, von denen man
heute weifs, dass sie in der klassischen Mathematik keine Antwort haben, etwa die
Frage, ob alle projektiven Mengen Lebesgue-messbar sind oder nicht. Die Ana-
lyse der Problematik blieb Spezialisten innerhalb der Logik vorbehalten. Die
Analysis und Mafitheorie umschifften die Probleme der Grundstruktur R so weit
wie moglich.

Zum anderen gelang es oftmals, traditionelle transfinite Argumente durch An-
wendung eines Maximalprinzips zu eliminieren, am bekanntesten ist hier das
Zornsche Lemma. Der Aufwand, sich die Begriffsbildungen der transfiniten
Zahlen anzueignen und sie zu lehren, schien entbehrlich.

Wir wollen hier einige illustrierende und allgemein interessante Beispiele fiir
die Einsatzmoglichkeiten der transfiniten Zahlen geben. Sie sollen auch die
These unterstiitzen, dass die Ansiedlung des Transfiniten aufierhalb des mathe-
matischen Grundwissens einen Verlust darstellt.

Notation
Die natiirlichen Zahlen N enthalten die Null. Wir verwenden konsequent
,0“ fiir die Inklusion und ,,0“ fiir die echte Inklusion von Mengen, in
Analogie zu ,,<“ und ,,<“ fiir partielle Ordnungen. Eine Funktion wird als
eine (rechtseindeutige) Menge von geordneten Paaren aufgefasst, und
somit bedeutet f O g fiir Funktionen f und g einfach, dass g eine Fortset-
zung von f ist. Fiir eine Funktion f bezeichnen wir den Definitionsbereich
mit dom(f) und den Wertebereich mit rng(f). Es gilt also

dom(f) = {x | esgibteinymit(x,y) ef}
rmg(f) = {f(x) | x e dom(f)}

Wir schreiben f: A — B, falls f eine Funktion mit dom(f) = A und
rng(f) O B ist.

Wir argumentieren in der iiblichen Mathematik. Es geht in diesem Artikel
nicht darum, auf Feinheiten der mengentheoretischen Axiomatik einzugehen,
etwa auf die Rolle des Auswahlaxioms. Fiir Leser mit Interesse an solchen Fragen
geben wir am Ende des dritten Abschnitts aber einen knappen Uberblick, wo
starke Axiome der Mengenlehre in der Theorie der Ordinalzahlen wesentlich
verwendet werden.
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3. Ordinalzahlen in der Analysis und Mafitheorie 43

2. Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Die Theorie des Transfiniten beruht auf dem von Cantor eingefithrten Begriff
der Wohlordnung, der die induktive Ordnungsstruktur der natiirlichen Zahlen
verallgemeinert: Eine lineare Ordnung OV, <Cheifit eine Woblordnung, falls jedes
nichtleere A 0 W ein <-kleinstes Element besitzt. Die Relation < heifit dann eine
Woblordnung auf oder von W. Wir schreiben oft kurz W statt W, <0Fir X O W
und y € W bedeutet X <y, dass x < y fiir alle x e X gilt.

In Wohlordnungen kann es keinen ,,unendlichen Abstieg® geben: Jede Folge

X2 X 2 ...2%,2... x,eW

ist schliefilich konstant. Denn sonst hiitte { x,, | n € N } kein kleinstes Element.

Ist W £ 0, so sei Oy das kleinste Element von W, das wir auch das Anfangsele-
mentvon W nennen. Istx e Wund gibtes ein y mitx <y, so sei x+ 1 der Nachfolger
von x, d.h. es sei

x+1 = ,daskleinstey e Wmitx <y*“
Ist X O W und gibt es ein y mit X <y, so sei sup(X) das Supremum von X, d.h.
sup(X) = ,das kleinstey e Wmit X < y*.

Einx € W heifit ein Limeselement, falls x # Oyy und x = sup({y e W | y <x}). Ein
x € W heifit ein Nachfolgerelement, falls es ein y e W gibt mit x = y + 1. Jedes
x € W - { Ow } ist ein Limeselement oder ein Nachfolgerelement. Fiir jedes x e
W heifit W, = {y e W | y <x} das durch x gegebene Anfangsstiick von W.

Zwei Wohlordnungen W, und W, heiflen gleichlang, in Zeichen W, = W,,
falls es einen Ordnungsisomorphismus f: W; — W, gibt. W heifit kiirzer als
W,, in Zeichen W < W, falls es ein x € W, gibt mit W; = (W,),.

Wir stellen (hier ohne Beweis) zusammen:

Satz  (Hauptsiitze iiber Woblordnungen)
(a) Eine Wohlordnung ist niemals gleichlang zu einem ihrer Anfangs-
stiicke: Es existiert kein x e W mit W = W,

(b) Die Identitit ist der einzige Ordnungsautomorphismus auf W.

(c) Fur je zwei Wohlordnungen Wy, W, gilt genau einer der drei Fille:
W, < W,, W, = W,, W, < W, (Vergleichbarkeitssatz von Cantor)

(d) IstW# 0 eine Menge von Wohlordnungen, so gibt es ein W* € W mit:
Fiir alle W e W gile: W* < W oder W* = W.

(e) Jede Menge M lisst sich wohlordnen. (Woblordnungssatz von Zermelo)

(f) Sei M eine Menge. Dann gibt es eine Wohlordnung < von M mit:
Fiir allex e M ist IM, | < IMI.
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44 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

Die zentrale Eigenschaft (¢) kann elementar und ohne Verwendung von trans-
finiter Induktion und Rekursion bewiesen werden. Der originale Beweis von
Cantor aus dem Jahre 1897 geht bereits diesen Weg. (Siche etwa [ Deiser 2004,
2.3f.] fur einen Beweis dieser und der anderen Aussagen.)

Eine gedankliche, und spiter dann mathematisch zu vollziehende Abstraktion
fithrt von den Wohlordnungen zu den Ordinalzahlen: Die Ordinalzahlen sind
intuitiv die Ordnungstypen der Wohlordnungen, ihre Lingen. Cantor hat diese
Intuition zeit seines Lebens fiir die Untersuchung und Entwicklung des Ordinal-
zahlbegriffs gentigt, erst die Nachfolge-Generation hat dann mathematisch ri-
gorose Umsetzungen benétigt und gefunden.

Wir geben einige Beispiele fiir den intuitiven Zugang. Zunichst erhalten die
natiirlichen Zahlen den Ordnungstyp w zugewiesen. Cantor hat, einer uralten
mathematischen und philosophischen Tradition folgend, unter w ein Gebilde
aus Einheiten verstanden, das aus N hervorgeht, wenn wir von der Natur der Ele-
mente von N abstrahieren, aber ihre Ordnung beibehalten. Wir kénnen aber w
auch einfach als Zahlzeichen auffassen. Zur Konstruktion lingerer Wohlord-
nungen ordnen wir nun die Elemente von N oder einer Teilmenge von N neu an:

Beispiele fiir Wohlordnungen aus natiirlichen Zahlen
(1) Wir kénnen etwa die geraden Zahlen aufzihlen, und dann als letztes
zusitzliches Element die 1 anfugen. Formal ordnen wir also die Menge

A={2nlneN}O{1}

durch die Vorschrift: a < b, falls a,b gerade sind und a in der iiblichen
Ordnung kleinergleich b ist, oder aber b = 1 gilt. Wir erhalten eine
Wohlordnung, deren Ordnungstyp wir mit w+ 1 bezeichnen.

(2) Lassen wir alle geraden Zahlen auf die geraden Zahlen folgen, so
erhalten wir den Typus oder die Zahl w + w.

(3) Sieben wir N nach der Methode von Eratosthenes aus, so erhalten wir
w-viele aufeinanderfolgende Reihen der Linge w; diesen Ordnungstyp
nennen wir w’. Den Ordnungstyp w’ erhalten wir ebenfalls, wenn wir
eine N X N-Matrix in der tiblichen Weise diagonal mit natiirlichen
Zahlen fiillen und anschliefiend die w-vielen Zeilen hintereinander
anordnen. Ahnlich ergeben sich die Ordnungstypen «" fiir n > 3.

(4) Der kleinste Ordnungstyp grofier als alle & wird mit w” bezeichnet.
Um wenigstens fiir diesen schon relativ komplexen Ordnungstyp noch
eine Anordnung konkret anzugeben, konnen wir wie folgt vorgehen:
Wir schreiben die natiirlichen Zahlen grofier gleich 2 in ihrer
Primfaktorzerlegung, wobei wir Vielfachheiten ausschreiben und die
Faktoren wie iiblich der Grofie nach ordnen, also etwa 12 =2 [2 [3B.
Wir ordnen die so dargestellten Zahlen wie folgt: Hat a weniger
Faktoren als b, so kommt a in unserer Anordnung vor b. Haben a und
b dieselbe Anzahl an Faktoren, so entscheidet die Grofie des ersten
unterschiedlichen Faktors. Dann ist etwa 3 <2 [2,2 [2 [ <2 [B [B.
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Diese Anordnung von N beginnt mit allen Primzahlen, gefolgt von der
Reihe 4, 6, 10, ... Der Leser, der sich etwas auf diese Ordnung einlisst,
wird sehen, dass sie den Ordnungstyp w” besitzt. Fiir jedes n = 1 haben
die Zahlen, die vor 2"*! in unserer Anordnung erscheinen, den

Ordnungstyp w'".

(5) Auch nach w” geht es noch weiter, ein langer Weg fiihrt zu &* mit
o = w”. Tiirme von w-Potenzen fiithren zu einer Zahl, die man g,
nennt, und die in der logischen Untersuchung der Peano-Arithmetik
eine fundamentale Rolle spielt. Auch hier ist aber noch kein Ende
abzusehen. Zu jeder gefundenen transfiniten Zahl a kénnen wir immer
o + 1 bilden, indem wir zum Beispiel das Anfangselement einer
reprisentierenden Wohlordnung herauslosen und als neues letztes
Element wieder hinzufiigen.

Wie kann man dieses frei von Willkiir verlaufende, aber scheinbar endlose
Weiterzihlen formal fassen? Die arithmetische Notation hat, so interessant ihre
Details sind, ihre Grenzen. Das allgemeine Ziel wire eine rigorose Definition
von ,,Ordnungstyp einer Wohlordnung® (= ,,Ordinalzahl®), das bescheidenere
Ziel eine rigorose Definition von ,,Ordnungstyp einer abzihlbaren Wohlord-
nung“ (= ,abzihlbare Ordinalzahl“). Wir wollen hier in erster Linie das beschei-
denere Ziel weiter verfolgen.

Der Wohlordnungssatz garantiert die Existenz langer Wohlordnungen, etwa
solcher von R. Eine Moglichkeit, die abzihlbaren Ordinalzahlen formal einzu-
fithren, ist also diese: Wir fixieren irgendeine iiberabzihlbare Wohlordnung
W, <[l fir die alle Anfangsstiicke W, abzihlbar sind. Eine solche Wohlord-
nung existiert nach dem Wohlordnungssatz fiir ein W O R: Ist ndmlich [R, <O
eine Wohlordnung, so ist diese Wohlordnung entweder bereits wie gewtinscht,
und wir konnen W = R setzen, oder aber es existiert ein kleinstes x € R mit der
Eigenschaft

R, = {yeRly < x}

iberabzihlbar ist. Dann ist W = R, wie gewiinscht. Die abzihlbaren Ordinalzah-
len definieren wir nun einfach als die Elemente von W, und W selbst nennen wir
die erste iiberabzihlbare Ordninalzahl, die wir mit w; bezeichnen.

Diese Art der Einfithrung istallerdings sehr grob und beleuchtet die Natur der
transfiniten Zahlen nicht besonders gut. Wir sind an direkten, natiirlichen Kon-
struktionsmethoden fiir lange Wohlordnungen interessiert. Solche Methoden
haben Friedrich Hartogs 1915 und John von Neumann 1923 gefunden (und un-
abhingig von John von Neumann auch Ernst Zermelo). Mit dem sehr eleganten
von Neumannschen Ansatz werden heute die Ordinalzahlen in der Mengenlehre
eingefiihrt, und damit wird auch das allgemeine oben ausgesprochene Ziel er-
reicht: o heifit eine von Neumannsche Ordinalzabl, falls o transitiv ist und durch
die e-Relation wohlgeordnet wird. (Dabei heifit eine Menge x transitiv, falls fiir
alley e x gilt, dass y O x.) Die so prisentierte Definition ist ad hoc und erst nach
lingerer Exegese zu wiirdigen.
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Fiir die hier verfolgten Zwecke erscheint die Methode von Hartogs besser ge-
eignet, weil sie die abzihlbaren Ordinalzahlen der Intuition entgegenkommend
definiert. Sie ist fiir sich interessant und spielt auch in der axiomatischen Men-
genlehre eine wichtige Rolle. Sie greift unmittelbar die Idee der Neuanordnung
der natiirlichen Zahlen auf und ist in diesem Sinne der nichste natiirliche mathe-
matische Schritt, der auf eine intuitive Beschreibung der Ordinalzahlen folgt.

Wir erreichen das bescheidenere Ziel durch folgende Definition:

Definition (abziblbare Ordinalzablen und w; nach der ,Hartogsmethode®)
Sei # = { IN, <0l [N, <[list eine Wohlordnung, N O N }. Mit der
Aquivalenzrelation = = ,gleichlang” setzen wir

w; = /=

Jedes a e w; heifdt eine abziblbare Ordinalzabl. Ein o € w; heifit zudem
eine transfinite Zahl, falls fiir jedes N, <Ok o gilt, dass N unendlich ist.
w; selbst heifdt die erste iiberabziblbare Ordinalzabl.

Definition (die natiirliche Ordnung auf w;)
Fiir a, 3 € w; setzen wir a < B, falls jedes Element von o kiirzer als jedes
Element von B ist. Fiir o € w; sei weiter

W(@) = (@) = {Bew I B<al.
Wir schreiben auch o < w, fiir a € w;.

Die abzihlbaren Ordinalzahlen sind also von der Form o = [N, <[/=, wobei
[N, <[kine Wohlordnung einer Menge N von natiirlichen Zahlen ist. Der Can-
torsche Abstraktionsakt wird durch eine Aquivalenzklassenbildung ersetzt.

Der folgende weder triviale noch besonders schwierig zu beweisende Satz fasst

die wichtigsten Eigenschaften von w; zusammen (siche etwa [ Deiser 2004, 2.5]
oder [Deiser 2007, Intermezzo nach 2.3 ] fur vollstindige Beweise):

Satz  (Hauptsatz iiber w; = ¥/=)
(a) [Goy, <[ist eine Wohlordnung.
(b) Firallea € w; und N ea gilt W(a) = N.
Insbesondere ist W(a) abzihlbar fiir alle a € w.
(¢) wy istiiberabzihlbar.
(d) Fiirjede iiberabzihlbare Wohlordnung W ist w; = W oder w; < W.
(e) Fiirjede tiberabzihlbare Menge M ist lw; | < IMI.
(f) Fiir jedes abzihlbare A Tw  ist sup(A) < wy.

(g) Fiirjedes Limeselement A < ), gibt es eine Folge [, | n € NOmit:

O, < 0,,; < w furalleneN und A = sup, .y 0.
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Um einzusehen, dass w; tiberabzihlbar ist, argumentieren wir so: Wire w;
abzihlbar, so wire die Wohlordnung [@;, <Ogleichlang zu einer gewissen
Wohlordnung [N, <*Oder natiirlichen Zahlen, denn eine Bijektion f: w; — N
ibertrigt die Wohlordnung von w; nach N. Dann ist aber

IIN, <l=e (V)]

nach Definition von ;. Der erwiinschte Widerspruch ergibt sich nun durch den
Nachweis, dass [, <[pleichlang zu dem durch N, <*[7= gegebenen Anfangs-
stiick von sich selbst ist, was fiir keine Wohlordnung gelten kann.

Definition (Nachfolgerordinalzablen und Limesordinalzablen)
Die Nachfolgerelemente der Wohlordnung @, <Cheiflen Nachfolgerordi-
nalzablen, die Limeselemente heiflen Limesordinalzablen oder Limiten.

Wir definieren weiter:

Definition (W)
w = ,die kleinste Limesordinalzahl“ = N, <[/=.

Wir kénnen wmit N und die Ordinalzahlen kleiner als w mit den natiirlichen
Zahlen identifizieren, indem wir Aquivalenzklassen mit natiirlichen Reprisen-
tanten verwechseln.

Wir haben die oben entwickelte Intuition in eine mathematische Definition
umgesetzt: Die abzihlbar unendlichen Ordinalzahlen sind alle Zahlen (im
Sinne von ,, Typen®, ,Lingen von Wohlordnungen®, oder formal im Sinne von
Aquivalenzklassen gleichlanger Wohlordnungen), die man erhilt, wenn man
die natiirlichen Zahlen anders anordnet, aber ihre Wohlordnungseigenschaft
beibehilt. w; als die Menge der abzihlbaren Ordinalzahlen lisst sich selbst in
natiirlicher Weise wohlordnen und ist dann eine kiirzeste iiberabzihlbare
Wohlordnung.

Die Ordinalzahlreihe bis einschliefilich w,; verliuft schematisch etwa so:

0,1,2,3, ...,0, W+ 1, ..., W+ W, W+W+ 1, ..., 0,0+ 1, ..y ey ony Wy

Diese Reihe bezeichnet einen sehr weiten Weg. Der Weg hat eine iiberabzihl-
bare Linge und stirker gilt obige Eigenschaft (vi), die wir noch einmal explizit so
formulieren: Fiir jede abzihlbare Folge

Op < 0 < ...<0q < ..
von Ordinalzahlen gibt es ein B mit
Op <0; <...<d, <..<B<w

Die erste iiberabzihlbare Ordinalzahl kann nicht in abzihlbar vielen Schritten
von unten erreicht werden.
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3. Induktion und Rekursion

Wie fiir N kénnen wir entlang einer beliebigen Wohlordnung induktive Beweise
und rekursive Definitionen durchfiihren.

Beweis durch (starke) Induktion fiir Wohlordnungen
Sei W eine Wohlordnung, und sei A O W. Fiir alle x e W gelte:

Ist W, O A, soistauchx e A.
Dannist A=W.

Der Beweis ist trivial: Andernfalls existiert ein kleinstes x e W — A. Dann ist
W, O A. Nach Voraussetzung also x € A, Widerspruch.

Wollen wir zeigen, dass alle x e W eine Eigenschaft € erfiillen, so konnen wir
also so vorgehen: Wir zeigen, dass € fiir ein beliebiges x gilt und diirfen dabei
verwenden, dass alle y < x die Eigenschaft € erfiillen.

Ohne Beweis notieren wir:

Rekursionssatz fiir Wohlordnungen
Sei W eine Wohlordnung, und sei F eine iiberall definierte Funktion. Dann
gibt es genau eine Funktion G auf W mit:

Fiir alle x e Wist G(x) = F(GIW,).

Eine ,iiberall definierte Funktion“ ist eine ,sprachliche Zuordnung®, die je-
dem Objekt ein anderes zuordnet, etwa: x geht tiber in { x }, oder: x geht tiber in
U x. Solche Zuordnungen sind ,,echte Klassen“. Eine Prizisierung ist in der ma-
thematischen Logik moglich. Der Leser vergleiche dies mit der Aussonderung
{x ey | x hat die Eigenschaft € }; auch hier ist prinzipiell eine Prizisierung des
Eigenschaftsbegriffs notig, aber fiir ein intuitives Verstindnis entbehrlich.

Wir definieren also G(x), indem wir auf den Verlauf der bisherigen Definition
zuriickgreifen, d.h. G(y) liegt vor fiir alle y < x. Wie wir G(x) berechnen, wird
gerade durch die Funktion F beschrieben.

Die Induktion und Rekursion nutzt in vielen Fillen die eigentiimliche Unter-
scheidung in Nachfolger und Limiten. Hiufig verwendete Formen der Induk-
tion und Rekursion fiir w; sind:

Dreiteilige Induktion entlang der abzihlbaren Ordinalzahlen
Sei A o 1, und es gelte:
(i) 0eA. (Induktionsanfang)
(i) Furallea<w; gilt: Ista € A, soistauch o + 1 € A, (Induktionsschritt)
(iii) Fir alle Limiten A gilt: Ist W) O A, soistauch A e A, Limesschritt)
Dann gilt A = w;.
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Dreiteilige Rekursion entlang der abzihlbaren Ordinalzahlen
Eine Funktion G mit Definitionsbereich w; kann eindeutig definiert
werden durch die Definition von:

(@) G()
(i) G(a + 1), mit Rickgriff auf G(a) fir alle o < w,;
(iii) G(N), mit Riickgriff auf GIW(A) fiir alle Limiten A < w,

In vielen Fillen ist zudem der Limesschritt von der Form
GQ) = Ug<n Ga) oder GQ) = My<y G(a).

Analoge dreiteilige Formen gelten fiir Induktionen und Rekursionen entlang
beliebiger Wohlordnungen.

Wir gehen nun noch kurz auf axiomatische Details ein. Grundsitzlich gilt: Die
meisten Sitze iiber Wohlordnungen/Ordinalzahlen lassen sich ganz ohne Aus-
wahlaxiom beweisen, wihrend viele Sitze tiber Michtigkeiten das Auswahlaxiom
benotigen. Die wesentliche Ausnahme im Bereich der Wohlordnungen ist der
Wohlordnungssatz von Zermelo, der de facto wie das Zornsche Lemma dquiva-
lent zum Auswahlaxiom ist.

Gelegentlich braucht man in der Theorie der Wohlordnungen aber auch
schwache Formen des Auswahlaxioms wie etwa: ,,Eine abzihlbare Vereinigung
von abzihlbaren Mengen ist abzihlbar.“ (Um den tiblichen Beweis durch Diago-
nalaufzihlung tiberhaupt durchfithren zu kénnen, muss zunichst abzihlbar oft
eine Aufzihlung gewihlt werden; liegt die unendliche Matrix bereits vor oder
kann sie in definierbarer Weise angegeben werden, ist kein Auswahlaxiom né-
tig.) Diese schwache Form des Auswahlaxioms wird zum Beispiel im Beweis von
Eigenschaft (e) des Hauptsatzes tiber 0 benutzt.

Die Hartogsmethode lisst sich verallgemeinern und fithrt in der Mengenlehre
ohne Verwendung des Auswahlaxioms zu folgendem Satz: Zu jeder Menge M
gibt es eine Wohlordnung W derart, dass keine Injektion von W nach M exi-
stiert. Entscheidend wird natiirlich das Potenzmengenaxiom verwendet. Unsere
Konstruktion entspricht dem Spezialfall M = N und fithrt zu W = w; via P(N).

Die allgemeine Einfithrung der Ordinalzahlen nach von Neumann braucht
ebenfalls das Auswahlaxiom nicht. Fiir den Satz: ,Fiir jede Wohlordnung W exi-
stiert eine von Neumannsche Ordinalzahl o mit W = a“ wird entscheidend das
Ersetzungsschema gebraucht, das in der urspiinglichen Axiomatik von Zermelo
noch nicht enthalten ist. Das Ersetzungsschema ist weiter auch wesentlich fiir
den Beweis des Rekursionssatzes.

Die von Neumann Ordinalzahlen bilden eine echte Klasse, es gibt ihrer zu
viele, als dass sie eine Menge bilden kénnten: Andernfalls wiren sie durch die
Epsilon-Relation wohlgeordnet, und wir kénnten wieder weiterzihlen und ,,+ 1“
bilden. Diese ,,Paradoxie aller Ordinalzahlen“ war Cantor bereits einige Jahre
vor der Entdeckung der Russell-Paradoxie bekannt, er hat sie aber leider nicht
veroffentlicht.

Wir betrachten nun eine Reihe von Anwendungen.
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4. Einige elementare Sitze der Analysis

Aus der Sichtvon wy sind vor allem folgende Konsequenzen der Separabilitit
von R von Gewicht:

(S1) Es gibt keine strikt aufsteigende Folge ¥, | o < w; Oin R.

(S2) Es gibt keine O-aufsteigende (oder O-absteigende) Folge U, | a < w;O
von offenen Teilmengen von R. Analoges gilt fiir O-aufsteigende oder
O-absteigende Folgen von abgeschlossene Mengen.

Zum Beweis von (S1) bemerken wir: Ist x4 < x4, 1, so liegt zwischen x4 und
Xq,1 eine von abzihlbar vielen rationalen Zahlen. Die wesentliche Beobach-
tung zum Beweis von (52) ist: Ist Uy O Uy, 1, so gibt es ein B, mit B, 0 Ug,;
und non(B,, 0 Uy), wobei By, By, ..., By, ... eine fest gewihlte Basis der Topolo-
gie von R ist. Damit ist die Folge aller Ny = {n | B, O Uy } eine strikt aufstei-
gende Folge von Teilmengen von N und damit notwendig abzihlbar.

Definieren wir also eine strikt aufsteigende Folge reeller Zahlen durch trans-
finite Rekursion entlang w;, so muss diese Rekursion nach abzihlbar vielen
Schritten abbrechen. Als erste Anwendung dieser Eigenschaft beweisen wir den
Zwischenwertsatz. Es geht uns dabei in erster Linie um die Illustration der Me-
thode. Das Argument ist zudem, hat man sich an seinen Typus erst einmal ge-
wohnt, sehr anschaulich, und entspricht der naiven Idee, eine Nullstelle durch
Lesen der Funktion von ,links nach rechts“ zu suchen.

Satz  (Zwischenwertsatz)
Seif: [a,b] — R stetig mit f(a) > 0 und f(b) < 0. Dann gibtes einc € Ja,b[
mit f(c) = 0.

Beweis
Wir definieren durch transfinite Rekursion entlang w; solange moglich:

Xg = a

Xq.+1 = peinymitxy <y < bund f(y) > 0¢

X) = SUPg<) Xq fur Limiten A

(,solange moglich® heifit hier: solange ein y wie im Nachfolgerschritt

gefordert existiert; dhnlich auch im folgenden).

Die Folge der konstruierten Zahlen ist strikt aufsteigend nach Konstruk-
tion (fiir den Limesschritt gilt x4 <x4,1 < Xy, also x4 < x; fiir alle a <A).
Nach (S1) bricht die Rekursion also nach abzihlbar vielen Schritten ab.
Wegen der Stetigkeit von f ist x4, | immer definiert, wenn f(x4) > 0 ist. Also
ist das letzte definierte Glied ein x;, A Limes, und es gilt f(x,) < 0. Aufgrund
der Stetigkeit von f und x,, = supq <) X4 ist dann aber f(x,) = 0.
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Die Definition mittels ,,ein ...“ im Nachfolgerschritt meint nicht, dass der Be-
weis substantiell einen Auswahlakt verwendet, sondern soll vielmehr die allge-
meine Eigenschaft herausstellen, fir die das Argument giiltig bleibt: Es geniigt
irgendeine ,Dynamik®, die ein geeignetes grofieres Element erzeugt. Eine kon-
krete Wahl wire zum Beispiel x4, | = x4 + 1/n, wobei n = 1 minimal ist fiir die
Eigenschaft f(x, + 1/n) > 0. Fiir diese Dynamik wird die Nullstelle in w-vielen
Schritten gefunden, wie ein kleines zusitzliches Argument zeigt. Dies tut der all-
gemeinen transfiniten Idee der Nullstellensuche keinen Abbruch. Liegt zum
Beispiel eine Aufzihlung qo, qi, ..., qn, ... aller rationalen Zahlen vor, so ist
Xq.1 = Xq + qy eine natiirliche Dynamik, wobei n minimal mit f(x4 + q,,) > 0. Hier
werden im Allgemeinen mehr als w-viele Schritte benotigt, um eine Nullstelle
zu finden.

Wiihlt man y im Nachfolgerschritt so, dass f(z) > 0 fiir alle x, < z <y gilt (und
nicht nur f(y) > 0), so findet die Rekursion in im Allgemeinen transfinit vielen
Schritten die kleinste Nullstelle von f.

Ahnlich kénnen wir mit transfiniter Rekursion Extremwerte ermitteln:

Satz  (stetige Funktionen nebmen ibr Maximum an)
| Seif:[a,b] — Rstetig. Dann gibt es ein x* € [a, b] mit f(x*) = max(rng(f)).

Beweis

Wir definieren durch Rekursion entlang w; solange moglich:
Xg = a

Xq+1 = »€INX > xq mitf(x) = max({f(y) la <y <x})“

X) = SUPg <) Xq fur Limiten A

Aufgrund der Abgeschlossenheit des Definitionsbereichs ist x, e dom(f),
und wegen der Stetigkeit von f gilt

f(x)) = max({f(y) lasy<x})

weiterhin im Limesschritt. Diese Eigenschaft gilt damit also fiir alle
definierten x.

Ist x4 kein x* wie gewiinscht, so existiert X, 1: Sei dann nimlich y > x4
beliebig mit f(y) > f(x4). Dann ist

Xq.1 = inf({z >xq | {(z) 2 (y) })

geeignet (wegen der Stetigkeit von f). Die Folge der x4 ist strikt aufstei-
gend. Also gibt es ein letztes definiertes x4 nach (S1), und x, ist ein x* wie
gewlinscht.

Weiter konnen wir die Kompaktheit abgeschlossener beschrinkter Intervalle
durch ein transfinites Argument zeigen:
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Satz  (Kompaktheit abgeschlossener beschrinkter Intervalle)
I Jedes[a,b] O R ist kompakt.

Beweis )
Sei U eine Uberdeckung von [a, b] durch offene Intervalle. Wir definieren
rekursivxq € [a,b] und Uy € U mit x4 € U, wie folgt:

Rekursionsschritt o
Seixq = sup(U{Up | B <a}). Fira = 0 sei dabei x, = a.

Ist x4 > b, so stoppen wir die Rekursion. Andernfalls sei
Uy = ,,ein Ue U mitx, e U“

Die Rekursion stoppt bei einem O < wy, da die x4 strikt aufsteigend sind.
Wir definieren eine absteigende und also endliche Folge von Ordinalzahlen
Og>a; >...>d, =0 durch:

a;,; = ,daskleinste o <a; mitinf(U,,) € Uy, falls inf(Uy,) 2 a

Ein solches a existiert: Nach Konstruktion ist x4, € Ug,. Weiter ist fiir alle y
die Menge Ug ., Up ein Intervall in R, das [0, x, [ umfasst (wie eine
Induktion zeigt).

Nach Konstruktion ist [a, b] O Ug<i<n Uq

i

5. Perfekte Mengen

Die historisch erste Anwendung der Ordinalzahlen ist die von Cantor einge-
fihrte sog. iterierte Ableitung. Wir erinnern vorab an den Begriff der perfekten
Menge: Ein P O R heifit perfekz, falls P abgeschlossen ist und keine isolierten
Punkte besitzt, d.h. fir alle x € P und alle offenen Umgebungen U von x ist die
Menge P n U unendlich.

Sei nun P O R abgeschlossen. Wir definieren rekursiv:

PO - P
P@*D = (x| x ist ein Hiufungspunkt von P } fiir alle a < w,
PM = N{P® | a<\} fiir Limiten A < @,
Beispiel
Das Intervall ist [0, 1] perfekt, im Gegensatz zur Menge
A={172"1neN)O{0}.
Jeder Punkt von A mit Ausnahme der 0 ist isoliert. Es gilt

A9 - A AD 2 {0}, A® = O firallea>2
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Die Folge (P | a < w, [list eine O-absteigende Fol(ge abgeschlossener Teil-
mengen von R. Ist P® = P®*D fiir ein B, so ist P@ = PP fiir alle a = B. Ein sol-
ches B existiert nach (52), die Folge ist zunichst strikt absteigend bzgl. der In-
klusion und dann schlielich konstant. Wir nennen P® den perfekten Kern von
P. Wir beobachten, dass die Differenzmenge

PO+D _ P@ = {x e P@ | xistein isolierter Punkt von P}

fiir jedes 0 < w, abzihlbar ist. Insgesamt erhalten wir also fiir jede abgeschlossene
Menge P O R die Cantor-Bendixson-Zerlegung

P = P* O A mit
(1) P* = P® perfekt
@) A = Ugcp (PD - P®) abzihlbar

Man kann zeigen, dass eine Zerlegung einer abgeschlossenen Menge in eine per-
fekte Menge und einen abzihlbaren Rest eindeutig ist, weshalb der bestimmte
Artikel fiir die Cantor-Bendixson-Zerlegung angemessen ist.

In eine nichtleere perfekte Menge kann man die Cantor-Menge C einbetten,
und C hat die Michtigkeit von R. Zusammen mit der Cantor-Bendixson-Zerle-
gung erhalten wir so die Losung des Kontinuumsproblems fiir die abgeschlosse-
nen Mengen: Ist P [J R abgeschlossen, so ist P abzihlbar oder gleichmichtig zu R.

Auch fir dieses Urbeispiel konnte man die transfinite Rekursion schliefilich
eliminieren. Denn es zeigte sich:

P* = {xeP | P n |x-g x+¢] istiiberabzihlbar fiir alle € > 0}

Der perfekte Kern kann also in einem einzigen Schritt erzeugt werden. Die
durch das iterierte Abstreifen isolierter Punkte gewonnene Feinanalyse der
Menge P geht dabei allerdings verloren, weshalb der transfinite Beweis seinen
»Platz in der Punktmengentheorie behauptet, aus historischen und sachlichen
Griinden® ([Hausdorff 1914, S.275]). Wir erhalten ein Maf} fir die Komplexitit
einer abgeschlossenen Menge, nimlich das kleinste B mit P* = P®. Diese Situa-
tion ist typisch fiir den Einsatz der Ordinalzahlen: Sie sind oftmals geeignet, die
Elemente von Mengensystemen ihrer Komplexitit nach anzuordnen. Danach
konnen sie Schritt fiir Schritt untersucht werden, und es konnen z.B. Funktionen
Schritt fiir Schritt auf den Komplexititsschichten des Systems definiert werden.
Wir werden unten zur Konstruktion von Mafien in einer derartigen Weise vor-
gehen. (Fir Beispiele in der Theorie der Banach-Riume siehe etwa [ Odell
2004].)

Esist ein schones historisches Detail (und passend zum Thema dieses Artikels)
dass Cantor die transfiniten Zahlen fir eine topologisch-analytische Anwendung
entwickelt und zur Reife gebracht hat.
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6. Partielle Ordnungen

Mit transfiniter Rekursion kénnen wir partielle Ordnungen durchforsten und
insbesondere das Zornsche Lemma sehr natiirlich beweisen:

Beweis des Zornschen Lemmas
Sei [P, <p[lkine nichtleere partielle Ordnung mit der iiblichen ,,Kettenbe-
dingung®:

(+) Ist Q OP linear geordnet durch <p, so existiert ein p e P mit Q < p.

Sei W = [P(P), <y [kine Wohlordnung von P(P). Wir definieren solange
moglich durch Rekursion entlang x e W:

px = »einp € P mitder Eigenschaft: {p, | y <y x} <p p*

Es gibt ein kleinstes x* € W, fiir das p, nicht definiert ist, denn andernfalls
wire die Zuordnung ,f(x) = p,“ injektiv von W nach P. Nach Vorausset-
zung (+) ist dieses x* kein Limeselement von W. Sei also x* = y* + 1 in W.
Dann ist py- ein maximales Element von P nach Konstruktion.

Der Beweis lisst sich in einem Satz so zusammenfassen: ,,Steige in der partiel-
len Ordnung soweit nach oben, bis du ein maximales Element findest.“ Die
Theorie der Wohlordnungen wird verwendet, um im Limesschritt weiterzu-
kommen.

Ist P abzihlbar, so kénnen wir das Argument mit der Wohlordnung W = wy;
fihren. Allgemeiner lassen sich Ordinalzahlen (oder die allgemeine Hartogs-
Konstruktion) benutzen, wodurch der Riickgriff auf den Wohlordnungssatz ent-
fillt. Aber auch dann wird im Allgemeinen das Auswahlaxiom zur Definition der
Folge der p, herangezogen werden miissen. Das Zornsche Lemma ist ja (auf der
Basis der Axiome von Zermelo-Fraenkel) dquivalent zum Auswahlaxiom.
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7. Sigma-Ringe und Borel-Mengen

Wir erinnern an einige grundlegende Begriffe iiber Mengensysteme.

Definition (Verband, Ring, Algebra)
Ein Mengensystem & heifit ein (Mengen-) Verband, falls 0 € ¥ und &
abgeschlossen unter Vereinigungen und Durchschnitten ist.

Ist ein Verband ¥ abgeschlossen unter Differenzen von Mengen, so nennen
wir ¥ einen Ring. Hat ein Ring ein 0-grofites Element X, so heifit er eine
Algebra auf X.

Ein Ring R heifit ein 0-Ring, falls R abgeschlossen unter abzihlbaren
Vereinigungen ist. Eine 0-Algebra ist eine Algebra, die ein 0-Ring ist.

Fiir ein Mengensystem & setzen wir:
ring(¥) = ,der von ¥ erzeugte Ring“ = M {R | R istein Ring mit R 0 F }
o(¥) = ,dervon ¥ erzeugte 0-Ring* = (M {R | R ist ein 0-Ring mit R 0 ¥}

Ist W der Verband der offenen Mengen eines topologischen Raumes X, so
heifit o(W) die Borel-0-Algebra aut X. Die Elemente von o(°l) heifien die Borel-
Mengen von X.

Eine der wichtigsten Anwendungen von ), ist eine hierarchische Anordnung
der Borel-Mengen eines topologischen Raumes oder allgemeiner eine derartige
Anordnung von o(¥) fiir ein beliebiges Mengensystem &.

Fiir ein Mengensystem s verwenden wir:

Hausdorff-Notationen
As = { UB | B 0O o istabzihlbar }

As = { MBI B O oA istabzihlbar und nichtleer }
s, = (X-P | Ped )

Zur Bildung von s, ist der Raum X entweder explizit gegeben oder
andernfalls X = U A.

Sei nun & ein Mengensystem. Wir definieren durch Rekursion tiber w:

Ring-Hierarchie eines Mengensystems
Ry = ring(¥)

Ry .1 = ring(Ry),) fur alle a < w;
Ry = Uy <) Ry fiir alle Limiten A < @
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Satz  (Eigenschaften der Ring-Hierarchie)
Fiir alle o < B < wy gilt:

(R1) Rq O Ry
(R2) R, istein Ring
(R3) 0-(3)) = Ua<w1 %a

Beweis
Die beiden ersten Eigenschaften sind leicht einzusehen. Fiir (R3) ist
zunichst R, [0 (¥) fiir alle a < w;, wie eine triviale Induktion nach o zeigt.
Es geniigt also zu zeigen, dass o = U, <, Ry ein 0-Ring ist. Das System o
ist als Vereinigung einer Kette von Ringen ein Ring. Ist B O s{ abzihlbar,
so gibt es ein a < @ mit B 0 Ry. Dann ist aber U B € (Ry)g 0 Ry, 1 O A.

Wir bemerken, dass die Definition von R, | eigentlich zwei Schritte in einem
umfasst: Ausgehend von R bilden wir zunidchst den Verband ¥y, 1 := (Rqy)g, und
anschlieflend setzen wir Rq , | = ring(Vy, ). Fir jeden Verband ¥ hat aber
ring(V) die folgende Darstellung, wie recht leicht einzusehen ist:

#) ring®) = {Z;cnAi-B; IneN,A, B e¥, B 0A,firallei<n},

wobei wir hier und im folgenden die Vereinigung von paarweise disjunkten Men-
genmit ¥ und + statt U und O schreiben. (Eine Formel wie D = A + B + C ent-
hilt also implizit, dassAn B=An C=Bn C=0.)

Mit dieser Zweiteilung des Nachfolgerschritts liefert die Ring-Hierarchie von &
eine befriedigende rekursive Erzeugung von (%) : Alle Erweiterungsschritte sind
einfacher Natur, zusammengenommen ergeben sie das komplexe Gebilde o().

Mitnichttrivialen (bereits bei Lebesgue auftauchenden) Diagonalargumenten
kann man zeigen, dass fiir viele Systeme & - etwa fiir die Standardtopologie von
R - tatsichlich w;-viele Schritte notwendig sind, um o(¥) zu erzeugen, d.h. im
allgemeinen ist fiir alle o < w; der Ring R kein o-Ring.

Wir diskutieren weiter noch die sog. Borel-Hierarchie metrischer Riume, die
durchweg aus Verbinden aufgebaut ist. Sie ist seit Hausdorff in der deskriptiven
Mengenlehre sehr populir und fiir manche Zwecke besser geeignet ist als obige
- wiederum fiir andere Zwecke angemessene - Ring-Hierarchie. Sei also X, U0
ein metrisierbarer topologischer Raum, und sei & = U, das System der abge-
schlossenen Mengen des Raumes. Wir definieren durch Rekursion tiber o < @y :

Borel-Hierarchie
sy, N =%

Zarr = (Mo, Mayi = (o) fiirallea<oy
0 = Uy 20, MY = Uy NS fiir alle Limiten A < w,

Falls nétig schreiben wir genauer 2 %(X) und M3 (X) statt 3 und M.
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Die gewihlte Indizierung weicht etwas von der tiblichen ab, damit der Ver-
gleich mit der Ring-Hierarchie (den wir unten durchfithren) deutlicher wird.

In metrischen Rdumen gilt bekanntlich U O &, und % O U, und dies fiihrt in-
duktiv zu schénen Inklusionseigenschaften der Hierarchie. Wir stellen diese und
andere Eigenschaften zusammen. Hierzu setzen wir noch

A = 5% A nY firalle o < w,

Satz  (Eigenschaften der Borel-Hierarchie)
Fiir alle o < w; und alle Limiten A < w; gilt:

(Bl) =g OM § OA g1, Mg = ENe, DY = (BY).
Speziell gilt =5 0= &,,, Mg O %,, =3 = N3.

(B2) Y und Mg sind Verbiinde. Das System 2 (M) ist abgeschlossen
unter abzihlbaren Vereinigungen (abzihlbaren Schnitten).

B3) o) = Uicacw 2o = Uicacw Ma

(B4) Istg:X — Y stetig, so gilt:
{g7'(®P) I Pezg(V)} O o(X)
{g7'®) | PeNg(Y)} ON ¢X)

(B5) Ist X iiberabzihlbar und polnisch, so sind alle Inklusionen echt:

Zg Z ng: Ag 0z ganga Zg,ng oA g+1

Bis auf die Eigenschaft (B5), die wie erwihnt auf einem Diagonalargument be-
ruht, kénnen alle Behauptungen durch Induktion iiber a einfach gezeigt werden.

Zusammenhang mit der Ring-Hierarchie
Wegen s0m %= Y, und den Abgeschlossenheitseigenschaften von
39, istring(ZY) [ g, fiiralle a < w; (denn fiir alle A,B € ZJ gilt
A-B=An B exl,,,und weiter sind dann auch endliche Summen
solcher Differenzen in £ , ;). Die Ring-Hierarchie des Systems I lisst sich
damit leicht aus der Borel-Hierarchie gewinnen, denn es gilt

Ry = ring(Zg) fiir alle o < wy,
wie man durch Induktion zeigt. Umgekehrt ist
Zg+1 = Var1 = Rado ZR = rlg = Ry

fiir alle o < w; und alle Limiten A < w;. Die 2-Folge der Borel-Hierarchie
besteht also an den Nachfolgerstellen aus den Zwischenstufen der Ring-
Hierarchie.
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In der Theorie der unendlichen Zweipersonenspiele tauchen Eigenschaften
von Borel-Mengen auf, die nur mit Hilfe transfiniter Induktion gezeigt werden
konnen. Die Borel-Hierarchie erlaubt es, eine Aussage fiir Borel-Mengen
gleichmifig fiir alle metrisierbaren Riume zu zeigen - gleichmiflig in dem
Sinne, dass fiir den Nachweis einer Eigenschaft einer Borel-Menge A e 3§ (X)
auf das Bestehen dieser Eigenschaft fiir gewisse B e Zg(Y) zuriickgegriffen wird,
mit 3 < o und einem anderen metrischen Raum Y.

Allgemein ist die Borel-Hierarchie geeignet, um eine Eigenschaft fiir alle Borel-
Mengen nachzuweisen, die nicht notwendig fiir eine 0-Algebra von Mengen gilt.

Abgesehen von Anwendungen machen die diskutierten Hierarchien ein-
drucksvoll den Reichtum der Borel-Mengen deutlich, und sie beleuchten dar-
iber hinaus die Stellung des Objekts w;.

8. Existenz und Eindeutigkeit von Mafien

Wir geben einen (anscheinend neuen) Beweis des Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes der Mafitheorie, der das gesuchte Maf§ rekursiv entlang der Ring-
Hierarchie konstruiert. Unser Ziel ist eine kompakte Darstellung, die die Struk-
tur der Argumentation klar herausstellt. Wir beschrinken uns deswegen auf end-
liche (Pri-)Mafle auf Algebren als Ausgangspunkt. Die Ring-Hierarchie einer
Algebra besteht ausschliefilich aus Algebren, und das Rechnen mit Differenzen
wird einfacher, da ,,00 — 00 nicht auftaucht. Am Ende des Abschnitts gehen wir auf
den allgemeinen Fall ein und diskutieren eine alternative Sicht der Grundlagen
der Mafitheorie, die durch unsere Uberlegungen nahegelegt wird. Eine ausfiihr-
liche Darstellung der Theorie findet der Leser in [ Deiser 2007b ].

An den Zwischenstufen der Ring-Hierarchie tauchen Verbinde in der Form
V.1 =Rq)o auf. Wir entwickeln deswegen die folgenden Begriffe der Inhalts-
theorie allgemein fiir Verbidnde und nicht nur fiir die spezielleren Ringe. Im
folgenden bezeichnet V" immer einen Verband.

Wir schreiben U A, statt U, _y A, sup, H(A,) statt sup, <y H(A,), usw.
Weiter bedeutet A, TA, dass Ay O ... A, O...und A = U, A,. Analog steht
A, | A fiir O-absteigende Folgen mit (1, A, = A. Wie schon oben schreiben
wir + und ¥ statt 0 bzw. U fiir paarweise disjunkte Mengenvereinigungen.

Eine Funktion g : V' — [0, oo [ heifit:

() additiv, falls y(A + B) = p(A) + u(B) fiiralle A,B eV

(i) O-additiv, falls W(Z, A,) = Z, u(A,) firalle A, eV mitZ A, eV
(iii) modular, falls u(A O B) + WA n B) = W(A) + u(B) fiiralle A,B eV
(@iv) 1-stetig, falls p(A) = sup, H(A,) firalle A, TAin ¥

(v) O-stetig, falls inf, p(A,) =0 furalle A, | Oin ¥
(vi) monoton, falls p(A) < u(B) fiir alle A,B € V" mit A O B
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Wir definieren:

Definition (Inhalt auf einem Verband)
Eine Funktion p: ¥ — [0, o[ heifit ein (endlicher) Inbalt auf einem
Verband V', falls gilt: p(d) = 0, p ist monoton, W ist modular.

Auffillig ist hier die Forderung der Modularitit statt der gewohnten Additivi-
tit. Ist ¥ ein Ring, so zeigt man leicht, dass die Additivitit dquivalent zur Modu-
laritdtist. Damit stimmt obige Inhaltsdefinition fiir Ringe mit der tiblichen tiber-
ein. Fir Verbinde ist die Additivitit aber im Allgemeinen zu schwach:

Beispiel
SeiV ={0,{1},{0,1},{1,21},{0,1,2}}. Dannist V" ein Verband. Jede
Funktion p: ¥ — [0, o] mit u(0)) = 0 ist additiv auf V", da sich in diesem
Verband gar keine nichttrivialen disjunkten Mengenvereinigungen bilden
lassen. Sicherlich wollen wir aber nicht jede monotone Funktion p auf V'
mit Y(00) = 0 einen Inhalt nennen (denn wir wollen insbesondere, dass sich
Inhalte von " nach ring(V) fortsetzen lassen).

Der folgende allgemeine (leider wenig bekannte) Satz von Hausdorff zeigt,
dass der modulare Inhaltsbegriff der richtige ist. Der Leser fiihre sich vorab noch
einmal die Darstellung (#) in Abschnitt 7 von ring(¥’) vor Augen.

Satz  (Fortsetzungssatz von V' nach ring(V’))
Sei V" — [0, o[ ein Inhalt. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung
von H zu einem Inhalt auf ring(V"), den wir ebenfalls mit g bezeichnen.
Dieser Inhalt ist gegeben durch:

HEi<n A =By = Zic, HA) - H(By) fiiralle A;, By € V' mit B; D A;.

Die Definition von [ mag offensichtlich erscheinen, die Wohldefiniertheit
und die Additivitit von M auf ring(V) ist jedoch eine nichttriviale Angelegen-
heit. Fiir Beweise siche [ Hausdorff 1914, Anhang], [Pettis 1951 ], [ Kisyniski
1968], [Lipecki 1971], [ Deiser 2007b], wobei die beiden letztgenannten die
kiirzesten Beweise sind und jeweils auf etwa einer Seite ihr Ziel erreichen.
Der elegante Beweis von Lipecki verwendet Funktionenrdume, der Beweis
des Autors bleibt der Mengenalgebra treu (und ist verwandt mit der Argu-
mentation bei Pettis).

Ein Inhalt p auf einem Ring heifit ein (Pri-) Mafs, falls p o-additiv ist. Gleich-
wertig ist, wie man leicht zeigt, die Forderung der 1-Stetigkeit.

Eine einfache allgemeine Mafidefinition fiir Verbinde existiert dagegen nicht,
obiger Ubergang von ¥ nach ring(V) zerstort im Allgemeinen die o-Additivitit
und die -Stetigkeit von Y. In der Ring-Hierarchie tauchen aber nur spezielle
Verbinde auf, und deswegen kénnen wir hier dieses Problem umgehen. Wir zei-
genin zwei Schritten, dass wir ein endliches Maf} auf einer Algebra zu einem Maf}
auf der Algebra ring(sd) fortsetzen konnen.

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



60 1. Abschnitt  Uberabzihlbarkeit und transfinite Zahlen

Satz  (Supremums-Fortsetzung von A nach ;)
Sei W ein Mafl auf einer Algebra sd. Wir setzen P nach V' = o fort durch

H(A) = sup, M(A,) fir A, TAmitA, e A.

Dann ist p ein wohldefinierter T-stetiger Inhalt auf ¥ mit der Eigenschaft:

(+) Fiuralle A,B € ¥ mit B O A und alle € > 0 gibt es ein C € V' mit
COA-Bund W(C) < pwA) - u(B) + .

Beweis
Fiir die Wohldefiniertheit seien A,,, B, € s{ mit A, TA, B,, TA. Dann ist
Cim:=A, n B, € firalle n,m. Dann gilt:

supy M(Ay) = supy supm H(Cy, m)
= supy, sup, H(Cy, 1)
= supm U(By)
Firalle A, B, € d mitA, TA und B, 1B gilt:
HAOB) + pAnB) = (U, A, OB, + p(U, A, n By)
sup, H(A, O By) + u(A, n By)

sup, U(A,) + W(B,)
H(A) + u(B)

Also ist g modular. Ist A O B, so gilt B', 1B mit B, = B, 0 A,. Dann ist
aber offenbar U(A) < u(B), und damit ist 4 ein Inhalt auf .

Eine Standarddiagonalisierung zeigt die T-Stetigkeit von [l auf V': Seien
A, TAin 7 und B, ,, TA, mit B, ,, € & fiir alle n,m. Ohne Einschrinkung
ist B, ,, 0 By, fiir alle m und alle n < n'. Dann gilt B, , TA und somit ist
H(A) = sup, H(Bn, n) = sup, Supy, H(Bn, rn) = Sup, H(An)

Zum Beweis von (+) seien B O A in V. Seien A,,, B, € «d mit A, TA, B, 1B.
Wirsetzen C, = A - B, = U (A - B,) € ¥.Danngilt C, |A - B, und
W(C,) = HA) - u(B,) fiir alle n wegen der 1-Stetigkeit von p. Dann ist aber

inf, W(Cy) = H(A) - sup, U(B,) = H(A) - u(B).

Weiter zeigen wir:

Satz  (Fortsetzungssatz von V' nach ring(V), Erginzung)
Sei o1 eine Algebra, und sei p ein T-stetiger Inhalt auf V' = 95 mit (+).
Dann ist die Hausdorff-Fortsetzung von W nach ring(V) ein Maf auf
ring(V).

Essays zur Mengenlehre © Oliver Deiser



3. Ordinalzahlen in der Analysis und Mafitheorie 61

Beweis
W ist ein Inhalt auf ring(V"). Wir zeigen die 0-Additivitit von . Hierzu
geniigt es wegen der Darstellung (#) von ring(V’) zu zeigen:

Firalle B, A, BOAinY mit>, A, -B,=A-Bgilt:
“(A - B) = zn u(An - Bn)
Wegen Monotonie und endlicher Additivitit von [ auf ring(V) gilt ,=“.

Zum Beweis von ,,<“ sei € = X, €, mit beliebigen €, > 0. Seien C, € V'
derart, dass C, O A, - B, und p(C,) < p(A, - B,) + &, fur alle n gilt. Ohne
Einschrinkung gilt C, O A, n A fiir alle n. Dann gilt (U, C;) O B1A.
Damit erhalten wir:

HA) = sup, u(U;<, C; 0 B)
uB) + Z, u(C,)
M(B) + &+ Z, WA, - By)

IN

IN

Da ¢ beliebig klein ist, gilt
HA-B) = WA) - uB) = 2, u(A, - By).

Die Supremums-Ausdehnung der ersten Proposition ist eindeutig, wenn wir
die 1-Stetigkeit von Y erhalten wollen. Damit haben wir gezeigt:

Korollar
Sei W ein (endliches) Maf} auf einer Algebra s. Dann existiert eine
eindeutige Fortsetzung von | zu einem Mafi auf ring(sd).

Damit sind wir fiir eine rekursive Ausdehnung gut geriistet. Wir miissen ledig-
lich noch eine Approximationseigenschaft induktiv aufrechterhalten, um iber
den Limesschritt zu kommen. Genaueres zeigt der folgende Beweis.

Satz  (Satz von Carathéodory, endliche Version)

Sei ol eine Algebra auf X, und sei [, ein endliches Maf§ auf s{. Dann
existiert genau eine Fortsetzung von Wy zu einem Maf} g auf o(sf). Fir alle
A e o(dA) gilt zudem (mit einer nichtleeren Menge im Infimum):

(Ap) H@A) = inf({uU) I Uesds, ADUY).

Beweis

Sei s, 0 < wy, die Ring-Hierarchie von s{. Wir definieren rekursiv Mafie
Hq auf s, derart, dass W | 9dg = W fiir alle B < a gilt. Fiir alle a < w; zeigen
wir dabei die folgende Approximationseigenschaft:

(Ape) HA) = inf({u(U) | Ue sy, A O UY) firalle A e o,
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Mo auf o = o) ist bereits definiert, und trivialerweise gilt (Apy).

Nachfolgerschritt von o nach o +1:
Sei g , 1 die eindeutige Fortsetzung von Py zu einem Maf} auf

Agi1 = ring((ﬂa)c)

Die Induktionsvoraussetzung (Ap,) und ein ,€ = 2, €,“-Argument
zeigen, dass die Approximationseigenschaft auch noch fiir alle A e (Ay)s
gilt (im Spezialfall a = 0 ist dies sogar trivial). Aus (+) der Proposition
folgt dann leicht (Apg, 1), da die Elemente von o , | endliche Summen
von Differenzen in (dy)g sind.

Limesschritt A

Sei gy = Uy <n Hg- Dann ist Yy, ein Inhalt auf 4,. Es gilt (Ap,), da nach
Induktionsvoraussetzung (Apy) fiir alle a <A gilt. Ist A =2, A in s,
und € =2, €, mitg, >0, so gibt es nach (Ap,) U, O A, in sd; mit

m(Un) < (AL + &,

Dann gilt:

ADU,U, ey = o O o,

@) < iU, Uy < 2, iU, < e+3, ih(A,)

Also ist gy (A) £ 2, Uy(A,). Die Ungleichung ,,=“ gilt nach Monotonie.
Damit ist Wy, ein Maf} auf ;.

Wir setzen nun P = Uy <, Hq- Dann ist g ein Mafi auf o(sd) = Uy <, Aq-

Die Eindeutigkeit ist klar.

Die Notation ,,)t = Uy <, Ho“ ist eine hinsichtlich des mengentheoretischen
Funktionsbegriffs korrekte und bequeme Schreibweise. Aquivalent ist: Wir set-
zen Y(A) = Yg(A) fir alle a < w; und A e o,.

Aus Sicht des klassischen Beweises konstruieren wir also entlang der Ring-
Hierarchie von ¢ ein Maf} und zeigen dabei, dass das konstruierte Maf§ auf allen
Stufen mit dem iiblichen, durch die rechte Seite von (Ap) gegebenen, dufieren
Maf} von Y tibereinstimmt. (Ap) wird fiir den Limesschritt gebraucht, die Verei-
nigung einer O-aufsteigenden Kette von Mafien ist ein Inhalt, im allgemeinen
aber kein Mafl. Wir zeigen aber, dass die Vereinigungen solcher Ketten entlang
der Ring-Hierarchie durch das Maf} auf o, ,kontrolliert“ werden, und dies ge-
niigt, um im Limesschritt ein Maf} zu erhalten.

Fir obigen Beweis muss ein dufieres oder inneres Mafi auf der vollen Potenz-
menge des Raumes X nicht eingefithrt werden. An keiner Stelle wird eine Menge
benutzt, die nicht zur erzeugten 0-Algebra von s gehort. Die ad hoc Definition
der Carathéodory-Bedingung (des ,messbaren Zerlegers“) und die zugehorigen
"Tricks entfallen. Allerdings brauchen wir die Ordinalzahlen zumindest bis t; als
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Hilfsmittel. Alleine schon eine rekursive Erzeugung von 0-Algebren scheint die-
sen Mehraufwand zu rechtfertigen, da erst sie vor Augen fithrt, welche Mengen
die von o erzeugte 0-Algebra enthilt; das Pridikat ,erzeugen® oder ,generie-
ren“ wird der rekursiven Konstruktion sehr viel besser gerecht als der Schnittde-
finition.

Der Autor darf hinzuftigen, dass wir hier zwei Zuginge und Beweise vergleichen, aber
nicht gegeneinander ausspielen wollen. Aus mengentheoretischer Sicht ist zum Beispiel
eine auf der vollen Potenzmenge definierte Funktion wie das dufiere Maf ein fiir sich in-
teressantes und natiirliches Objekt. Und der Schnittdefinition wird man zugute halten,
dass sie in unkomplizierter Weise ein ,,Universum® zur Verfiigung stellt, von dem sicher-
gestellt ist, dass es geniigend viele Mengen enthilt, um die gewiinschten Operationen
darin ausfiihren zu kénnen.

Aus der endlichen Version lisst sich der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
o-finite Mafie auf Algebren durch die tibliche Stiickelung gewinnen. Alternativ
kann man auch von vornherein unendliche Werte zulassen und den Fortset-
zungssatz von Hausdorff entsprechend verallgemeinern. Im nicht o-finiten Fall
geht dann die Eindeutigkeit beim Ubergang von (R¢), nach R, | verloren. Ins-
gesamt erhilt man den vollen Fortsetzungssatz von Carathéodory und eine
grofitmogliche Fortsetzung des gegebenen Mafies. Details hierzu findet der Le-
ser in [ Deiser 2007b].

Wichtiger ist aber folgendes: Obiges Vorgehen legt nahe, die entwickelte In-
haltstheorie auf Verbidnden zu einer Mafitheorie auf Verbinden auszudehnen.
Dabei spielen Regularititsbedingungen wie (+) eine wichtige Rolle. Der grofie
Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die Rekursion dann allgemeiner mit einem Ver-
band starten kann und nicht nur mit einem Ring oder einer Algebra. Dadurch
erhilt man die wichtigen topologischen und abstrakten Regularititssitze, die
in der Mafitheorie tiblicherweise erst spit entwickelt werden, geschenkt. Insge-
samt hinterlassen sowohl die Regularititstheorie als auch der rekursive Ansatz
den Eindruck, dass Verbinde anstelle der iiblichen Ringe bzw. der damit eng
verwandten Semiringe die angemessene Primstruktur der Mafitheorie sind.
Damit kniipfen wir wieder bei Hausdorff an, bei dem ein derartiger Weg vor-
gezeichnet schien.

Verbinde sind in der Mafitheorie in jiingerer Zeit vor allen von H. K6nig propagiert
worden (vgl. z.B. [Kénig 1997]). Konig arbeitet mit Verallgemeinerungen der inneren
und dufieren Mafies, um optimale topologische und abstrakte Regularititsergebnisse zu
erzielen. Der hier vorgeschlagene Ansatz liefert mit rekursiven Methoden dieselben - be-
weisbar optimalen - Ergebnisse im Hinblick auf innere und dufiere Approximationen.
Wir verweisen den Fachmann der Mafitheorie hier noch einmal auf die ausfiihrliche Dar-
stellung [Deiser 2007b].
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9. Borel-messbare Funktionen

Mit Hilfe transfiniter Rekursion lassen sich auch Funktionenklassen hierar-
chisch anordnen. Wir definieren fiir einen metrisierbaren topologischen Raum
X durch Rekursion iiber o < w;:

Baire-Hierarchie
Die Hierarchie beginnt mit

Baire)(X) = {f | f: X — R iststetig }

Fir 1 < a < w; setzen wir nun (mit punktweisen Limiten von Funktionen-

folgen):
Baireq(X) = { f | f=lim, f, mitf, € Uy . 4 Baireg(X) fiirallen e N }

Die Folge Bairey(X) | o < w; Uheifit die Baire-Hierarchie von X (bzgl. R
mit der Standardtopologie). Wir setzen weiter

Baire, (X) = Ug <, Baireq(X)

Die Menge Baire, (X) ist abgeschlossen unter punktweisen Limiten. Fiir alle
o £ w; ist Bairey(X) ein Unterraumvon V={f | f : X =R }.

Eine Funktion f : X — R heifit Borel-messbar, falls die Urbilder von offenen
Teilmengen von R Borel-Mengen von X sind. Die Baire-Hierarchie ist de facto
eine Organisation dieser Funktionen, denn es gilt:

Baire,, (X) = {f:X — R | fist Borel-messbar }

Siehe [Kechris 1995, Kap. 24 ] oder [ Deiser 2007, 2.6 ] fiir einen Beweis.

Die Baire-Hierarchie ist die historisch erste analytische Hierarchie. Sie wurde
von René Baire bereits 1899 untersucht, wihrend die Borel-Hierarchie explizit
erst bei Hausdorff 1914 auftaucht, und dann auch erst im Laufe der folgenden
Jahrzehnte genauer untersucht wurde. Borel selbst scheint nur die ersten Stufen
der Hierarchie genauer betrachtet zu haben.
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10. Atomfreie Mafle

Auch fiir ,kleinere® Sitze der Mafitheorie konnen transfinite Methoden sehr
klare Beweise liefern. Wir geben hierzu noch ein Beispiel.

Ein auf einer o-Algebra of 0 P(X) definiertes (nicht notwendig endliches)
Maf} pheifit atomfiei, falls es fiir alle A € sd mit p(A) > 0 ein B € o gibtmit B OA
und 0 < p(B) < p(A).

Ausgangspunkt ist folgende Eigenschaft:

Satz  (kleine Teilmengen in atomfreien Mafsen)
Sei U ein atomfreies Mafl auf «f. Weiter seien A € A mit U(A) >0, und es sei
€>0. Dann gibtesein Be o mit B 0 Aund 0 < u(B) <e.

Beweis
Sei n derart, dass € < 1/2". Sei Ay 0 A mit p(Ag) < co. Weiter sei A; 0 Ay mit

0 < HA) < WA -Ay) < UA)
Dann ist u(A;) < 172 pu(Ay). Eine Iteration dieses Verfahrens liefert
A, OA,_, O..0A

mit P(A,) < 1/2" p(Ay). Dann ist A, wie gewiinscht.
Damit zeigen wir:

Satz  (Wertebereich atomfreier MafSe)
| Seip ein atomfreies Mafl auf s¢ O P(X). Dann ist rng(p) = [0, p(X)].

Beweis
Seia e]0, u(X)]. Wir definieren rekursiv A, € o, solange p(Aq) < a gilt:

Ay = O

Ag.1 = Aq O A, wobei A € o beliebig mit:
AgnA=0, HA) >0, WAL OA)<a

Ay = Ug<y Ay fiir A Limes

Die Folge der p(A) ist strikt aufsteigend, also bricht die Rekursion vor w,
ab, und zwar im Limesschritt mit einem A, (denn ist P(Ay) < a, so konnen
wir ein A 0 X — A, mit Maf§ kleiner als € = a - (A,) finden und so A, , ;
bilden). Nach Konstruktion gilt p(A,) 2 a. Sei By <Py <... <B, <... eine
Folge mit A = sup,, ,,. Dann gilt pu(A,) =sup, W(Ag,) < a, da Ag TA,. Also
H(Ay) = a.
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Der Leser vergleiche [Dudley 1989, S. 83] und [ Fremlin 2001, S. 43] fiir alter-
native Beweise ohne transfinite Zahlen.

Der volle Wertebereich eines atomfreien Mafies ist, als ,, Zwischenwertsatz der
Mafitheorie®, sicher fiir sich genommen von Interesse. Er ist dariiber hinaus
aber ein wichtiges Element im Beweis des folgenden in der Mengenlehre be-
kannten Satzes: Existiert ein atomfreies Maf} [, das auf der vollen Potenzmenge
einer beliebigen (notwendig tiberabzihlbaren) Menge M definiertist, so existiert
eine Fortsetzung des Lebesgue-Mafies zu einem Maf§ auf der vollen Potenz-
menge von R (siche etwa [ Deiser 2007, S. 239] fur einen Beweis). Diese Fortset-
zung ist dann notwendig nicht mehr translationsinvariant.
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Zur Geschichte der Mengenlehre
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1. ,,In der Unvollkommenheit
des ersten Conceptes*

Die Entdeckung der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Wir diskutieren die verschiedenen Beweise, die Cantor fiir die Uberabzihlbar-
keit der reellen Zahlen gefunden hat. Ein Hauptaugenmerk liegt dabei auf dem
allerersten nur brieflich iiberlieferten Beweis vom 7. Dezember 1873. Wir argu-
mentieren, dass Cantor hier im Wesentlichen bereits den Baireschen Kategori-
ensatz bewiesen hat.

1. Einfithrung

Die Geschichte der reellen Zahlen ist von einem grofien wiederkehrenden
Thema durchdrungen: Die reellen Zahlen sind komplizierter und reichhaltiger
als man annehmen mochte. Die Pythagoreer entdeckten im 5. Jahrhundert vor
Christus die Existenz irrationaler Zahlen: Das Kontinuum lésst sich nicht auf
eine reine Verhiltnislehre reduzieren. (Siehe [ Christianidis 2004 ] fiir eine Aus-
wahl von Aufsitzen zur Geschichte und Bedeutung der Entdeckung der irratio-
nalen Verhiltisse durch die Griechen.) Liouville bewies 1844 stirker die Exi-
stenz von transzendenten Zahlen: Nichtjeder Punkt des Kontinuums ist Lésung
einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten (veréffentlicht in
[Liouville 1851]). Cantor zeigte 1873 dann noch einmal stirker, dass die reellen
Zahlen tiberabzihlbar sind: Jede Folge xq, x1, X3, ..., X,, ... reeller Zahlen lisst
reelle Zahlen aus (veroffentlicht in [ Cantor 1874, 1879, 1892 ]). Die sich an-
schliefende eingehende Untersuchung dieses Phiinomens ergab zudem, dass wir
die Michtigkeit der reellen Zahlen im Rahmen der klassischen Mathematik nicht
bestimmen kénnen: Die Kontinuumshypothese ist weder beweisbar noch wider-
legbar ([Godel 1938], [Cohen 1963 ]). Die Menge der reellen Zahlen bleibt in
dieser Hinsicht dunkel - eine beunruhigende Erkenntnis.
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Die Kontinuumshypothese besagt: Ist A O R tiberabzihlbar, so gibt es eine Bijektion zwi-
schen A und R. Anders formuliert: Es gibt keine Michtigkeit zwischen IN| und IRI. Die
Frage, ob diese Hypothese richtig ist oder nicht ist das Kontinnumsproblem. Godel
(1938) und Cohen (1963) zeigten die Unlésbarkeit des Kontinuumsproblem innerhalb
der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik ZFC, die fiir die gesamte klassische Mathematik aus-
reicht. Siehe hierzu auch Abschnitt 6.

Zwei weitere Aspekte der Komplexitit von R sind: Erstens die Frage nach der
Existenz und mathematischen Einbindung infinitesimaler Gréfien, d.h. die Dis-
kussion um den ,korrekten® Kontinuumsbegriff selbst. Und zweitens die Unter-
suchung von einfachen Teilmengen von R innerhalb der deskriptiven Mengen-
lehre, die gezeigt hat, dass viele hier auftretende Fragen innerhalb des klassi-
schen Rahmens ebenso unlésbar sind wie die Kontinuumshypothese, z. B. die
Lebesgue-Messbarkeit der sog. projektiven "Teilmengen von R (siehe hierzu etwa
[Deiser 2007, Kapitel 2.6]).

Der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen wohnt ein Zauber inne, der iiber
die mathematische Bedeutung des Resultats weit hinausreicht. Hilt man an der
Existenz der Menge R fest - wie es ja die klassische, mengentheoretisch axioma-
tisierte Mathematik tut, die R aus der Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ge-
winnt - so ergibt sich ein faszinierendes Bild der ,,Groflenunterschiede im Un-
endlichen®, in dem die Mengen N, R und die Menge RR der reellen Funktionen
nur drei von uniibersehbar vielen Stufen markieren. Cantor griffin seinen Arbei-
ten und Briefen die uralte theologische und philosophische Diskussion tiber das
Unendliche auf, und er sah seine mathematische Forschung auch als eine Berei-
cherung und Vertiefung dieser Diskussion an. Diese Haltung hat der modernen
von Cantor geprigten Mathematik einen ,romantischen Charakter” verliehen,
der sie seither ebenso befruchtet wie belastet.

In diesem Artikel zeichnen wir die Entdeckung der Uberabzihlbarkeit der
reellen Zahlen durch Georg Cantor aus rein mathematischer Sicht nach, indem
wir die vier von Cantor zwischen 1873 und 1895 gefundenen Beweise im Lichte
ihrer heutigen Bedeutung studieren. Diese Beweise sind:

Erster Beweis
Der brieflich an Dedekind mitgeteilte Beweis vom 7. Dezember 1873.

Zweiter Beweis
Der in ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriftes aller algebraischen Zahlen®
veroffentlichte Beweis von 1874.

Dritter Beweis
Der auf der Tagung der DMV in Halle 1891 vorgestellte Beweis, der das
»Cantorsche Diagonalverfahren® eingefiihrt hat.

Vierter Beweis
Der von Cantor nicht explizit notierte Beweis der Uberabzihlbarkeit von
R, der sich aus seiner ordnungstheoretischen Charakterisierung der
rationalen Zahlen von 1895 ergibt.
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2. Der erste Beweis vom 7. Dezember 1873

In einem denkwiirdigen Brief an Richard Dedekind vom 29. November 1873
stellt Georg Cantor die Frage, ob - in spiterer Formulierung - die reellen Zah-
len abzihlbar seien.

Siehe [Cantor 1932], [ Cantor / Dedekind 1937], [ Dugac 1976], [ Cantor 1991] fiir den
Briefwechsel zwischen Cantor und Dedekind. Vgl. weiter auch [ Grattan-Guinness 1974].

Dedekind liefert sogleich einen Beweis der Abzihlbarkeit der algebraischen
Zahlen, kann aber die Frage von Cantor nicht beantworten; er billigt auch dem
Problem keine allzu grofie Bedeutung zu, mangels praktischen Interesses. In sei-
nem Antwortschreiben vom 2. Dezember bestitigt Cantor Dedekinds Einschit-
zung, weist aber darauf hin, dass sich aus der Abzihlbarkeit der algebraischen
Zahlen ein neuer Beweis der Existenz von transzendenten Zahlen ergeben
wiirde, wenn man die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen zeigen konnte.
Diese einfache Folgerung hat Dedekind tibersehen. In seinen privaten Aufzeich-
nungen iiber den Briefwechsel mit Cantor notiert er:

Dedekind (Aufzeichnungen zum Briefwechsel mit Cantor 1873): ,Die von mir ausgespro-
chene Meinung aber, dass die erste Frage [nach der Uberabzihlbarkeit der reellen
Zahlen] nicht zuviel Miihe verdiene, weil sie kein besonderes praktisches Interesse
habe, ist durch den von Cantor gegebenen Beweis fiir die Existenz von transzendenten
Zahlen ... schlagend widerlegt.“ [ Cantor / Dedekind 1937, S. 18]

In der Folge kommt es zu einer Verstimmung zwischen Dedekind und Cantor.
Dedekind wirft Cantor in seinen privaten Aufzeichnungen vor, seinen Beweis
der Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen , fast wortlich“ in der spiteren Ver-
offentlichung von 1874 wiedergegeben zu haben, ohne Referenzen an Dedekind
([Cantor / Dedekind 1937, S. 18f]). Andererseits hatte Cantor bereits in seinem
ersten Brief vom 29. November die Abzihlbarkeit der Menge aller endlichen Tu-
pel (n, ..., n) natiirlicher Zahlen erwihnt, aus der sich die Abzihlbarkeit der al-
gebraischen Zahlen unschwer ergibt. Moglicherweise war aber der Vorfall der
Grund dafiir, dass der Briefwechsel zwischen Cantor und Dedekind nach 1874
ins Stocken geriet (vgl. hierzu speziell auch [Ferreirés 1999, S. 239f]).

In seinem Brief vom 2. Dezember schreibt Cantor, dass sich ihm das Problem
der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen bereits vor mehreren Jahren gestellt
habe, er sich aber nie ernsthaft damit beschiftigt hitte. Wie Cantor auf die Frage
gestofien ist, ist nicht bekannt. Einer Uberlieferung zufolge hat er bereits als Stu-
dent die Abzihlbarkeit der rationalen Zahlen in einem Seminar von Weierstrafi
vorgefiihrt, und dann ist die Frage nach der Abzihlbarkeit aller reellen Zahlen
nur natiirlich (vgl. [ Fraenkel 1930, S. 199]). Als eine direkte Inspirationsquelle
kommt Cantors Konstruktion der reellen Zahlen iiber Fundamentalfolgen ratio-
naler Zahlen von 1872 in Frage [ Cantor 1872].
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Am 7. Dezember 1873 findet Cantor einen ersten Beweis der Uberabzihlbar-
keit der reellen Zahlen. Keine Geschichte der modernen Mathematik kommt an
dieser Entdeckung vorbei, ohne innezuhalten und ihre Bedeutung zu betrachten.
Wir werden den Brief vom 7. Dezember gleich vollstindig wiedergeben und zu
dem Schluss kommen, dass Cantor im Wesentlichen bereits 1873 den Baireschen
Kategoriensatz fir das Kontinuum bewiesen hat.

Diese ,,Bairesche Lesart“ des Briefbeweises scheint in der Literatur bislang nicht disku-
tiert zu werden (vgl. z.B. [Cantor 1991, S. 35f], [Dauben 1979b, S. 50f], [Ferreir6s 1999,
S.177f], [ Grattan-Guinness 2000, S. 88], [Hallett 1984, S. 75f], [ Meschkowski 1967, S.
2911, [Purkert /Tlgauds 1987, S. 45f]).

Der weitere Gang der Geschichte ist, im Uberblick, folgender. Sowohl
Cantor als auch Dedekind finden unabhingig voneinander Modifikationen
des Beweises vom 7. Dezember, die ihnen einfacher erscheinen. Dedekind
teilt Cantor seinen vereinfachten Beweis brieflich am 8. Dezember mit, doch
bereits am 9. Dezember, also wohl noch vor Ankunft seines eigenen Briefes
erreicht ihn seinerseits ein Schreiben von Cantor, in dem dieser ebenfalls von
einer gefundenen Vereinfachung spricht. Leider teilt Cantor seine neue Ver-
sion nicht explizit mit. Dedekind notiert in seinen Aufzeichnungen, dass seine
vereinfachte Darstellung ,,ebenfalls [wie schon sein Beweis der Abzihlbarkeit
der algebraischen Zahlen ] fast wortlich in Cantors Abhandlung (Crelle Bd.
77) ibergegangen [ist] “ [ Cantor / Dedekind 1937, S. 19]. Eine Bemerkung
in einem Brief von Cantor an Dedekind vom 25. Dezember 1873 hinterlisst
den Eindruck, dass sich Cantor in der Tat bei Dedekind bedient hat - und sich
gar nicht viel dabei dachte:

Cantor (Brief an Dedekind vom 25. Dezember 1873): ,Dabei [bei der Abfassung der Publika-
tion von 1874] kamen mir, wie Sie spiter finden werden, Thre, mir so werthen, Bemer-
kungen und IThre Ausdrucksweise sehr zu statten. Dies wollte ich mir erlauben, Ihnen
mitzuteilen.“ ([ Cantor / Dedekind 1937, S. 17]).

Moglicherweise waren die beiden von Cantor und Dedekind unabhingig von-
einander gefundenen Modifikationen des Beweises in der Tat sehr dhnlich. Ins-
gesamt musste es aber Dedekind irritieren, Teile aus seinen Briefen in Cantors
Publikation zu finden. Der ganze Vorfall ist um so bedauerlicher, als die ver6f-
fentlichte Modifikation aus heutiger Sicht den mathematischen Reichtum des
Brietbeweises nicht voll zur Geltung bringt.

Obwohl also Cantor und Dedekind selber von einem vereinfachten Beweis
sprechen, lohnt es sich, auf die erste Quelle zuriickzugreifen, bei der sich zudem
keine urheberrechtlichen Fragen ergeben. Wir geben den Brief von Cantor an
Dedekind vom 7. Dezember 1873 vollstindig wieder. Er ist auch heute noch gut
lesbar, und der darin vorgestellte Beweis ist aus heutiger Sicht alles andere als
srecht compliziert”, wie Dedekind in seinen Aufzeichnungen urteilte. Cantor
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schreibt ([ Cantor 1991, S. 35f], vgl. auch [Cantor / Dedekind 1937, S. 14f]):
Hochgeehrter Herr Kollege!

In den letzten Tagen habe ich die Zeit gehabt, etwas nachhaltiger meine Ihnen gegeniiber
ausgesprochene Vermutung zu verfolgen; erst heute glaube ich mit der Sache fertig ge-
worden zu sein; sollte ich mich jedoch tiuschen, so finde ich gewiss keinen nachsichtige-
ren Beurtheiler, als Sie. Ich nehme mir also die Freiheit, Ihrem Urtheile zu unterbreiten,
was soeben in der Unvollkommenheit des ersten Conceptes zu Papier gebracht ist.

Man nehme an, es kénnten alle positiven [reellen] Zahlen w <1 in die Reihe gebracht
werden:

(I) Wy, 0y, W3, ...y Wy, ...

Auf w, folgend sei w, das nichst grossere Glied, auf dieses folgend wg das nichst grossere,
w.s.f. Man setze: @, =, Wy = 0}, W= i u.s.f. und hebe aus (I) die unendliche Reihe aus:

1 2 3
W, W, W, ..., W, ...

In der iibrig bleibenden Reihe werde das erste Glied mit w}, das nichst folgende gros-
sere mit w3 bezeichnet, u.s.f. so hebe man die zweite Reihe aus:

(A)%’ 0‘)%’ (A);) bR} (A)‘Z]7 nee

Wird diese Betrachtung fortgesetzt, so erkennt man dass die Reihe (I) sich in die unend-
lich vielen zerlegen lisst:

(1) (‘0{7 0‘)%5 w%y tety ('0?7 s

)l
s e OB, L

&

@) o), o,
B) w5, W, W, e O

in jeder von ihnen wachsen aber die Glieder fortwihrend von links nach rechts zu; es ist:
('q: < Qi+1

Man nehme nun ein Intervall (p ... q) so an, dass kein Glied der Reihe (1) in ihm liegt;
also etwa innerhalb (W} ... w); nun kénnten auch etwa simtliche Glieder der zweiten
Reihe, oder der dritten ausserhalb (p ... q) liegen; es muss jedoch einmal eine Reihe kom-
men, ich will sagen die k', bei welcher nicht alle Glieder ausserhalb (p ... q) liegen; (denn
sonst wiirden die innerhalb (p ... q) liegenden Zahlen nicht in (I) enthalten sein, gegen die
Voraussetzung); dann kann man ein Intervall (p’ ... q") innerhalb (p ... q) fixieren, so dass
die Glieder der k" Reihe alle aufierhalb desselben liegen; von selbst verhilt sich dann
(p' ... q") in gleicher Weise in Bezug auf die vorhergehenden Reihen; im weiteren Verlaufe
muss jedoch eine k' Reihe erscheinen, deren Glieder nicht simmtlich auferhalb (p' ... q')
liegen und man nehme dann innerhalb (p' ... q') ein drittes Intervall (p” ... ") an, so dass
alle Glieder der k'*" Reihe ausserhalb desselben liegen.

So sieht man, dass es moglich ist eine unendliche Reihe von Intervallen zu bilden:

Poq @) P g’

von denen jedes die folgenden einschliesst und die zu unsern Reihen (1), (2), (3), ... sich
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wie folgt verhalten:

Die Glieder der 1", 2" ..., k - 1'*" Reihe liegen ausserhalb (p ... q).
Die Glieder der kK", ..., k' - 1*" Reihe liegen ausserhalb (p’ ... q').
Die Glieder der k'*", ..., k" - 1°" Reihe liegen ausserhalb (p"” ... q")

Es lisst sich nun stets wenigstens eine Zahl, ich will sie n nennen, denken, welche im In-
nern eines jeden dieser Intervalle liegt; von dieser Zahl n, welche offenbar >0/<1, sicht
man rasch, daf} sie in keiner unserer Reihen (1), (2), ..., (n), enthalten sein kann. So wiirde
man, von der Voraussetzung ausgehend, dass alle Zahlen >0/<1 in (I) enthalten seien, zu
dem entgegengesetzten Resultate gelangt sein, daf§ eine bestimmte Zahl n > 0/< 1 nicht
unter (I) zu finden sei; folglich ist die Voraussetzung eine unrichtige gewesen.

So glaube ich schliefilich zu dem Grunde gekommen zu sein, weshalb sich der in mei-
nen fritheren Briefen mit (x) bezeichnete Inbegriff n7icht dem mit (n) bezeichneten eindeu-
tig zuordnen lifit.

Mit den besten Griissen
Ihr ergebenster

Georg Cantor

Zitiert wurde der Brief nach [ Cantor 1991] unter Beibehaltung der Orthographie.

Die tragende Struktur dieses Arguments ist die folgende: Wir betrachten
Mengen M, O R fir n € N (im Brief: M, = { o}, | i e N}). Gesuchtist eine reelle
Zahl x* mitx* ¢ U, M,,. Um ein solches x* zu finden, konstruieren wir eine Folge
von abgeschlossenen geschachtelten Intervallen I, positiver Linge mit

I,n M, = O fiirallen

r

(im Brief: I = [p...ql, L = [p" ... q'], usw.). Gelingt dies, so ist jedes Element
e, 1, #0)

wie gewiinscht. Die Konstruktion der Intervalle I, ist aber offenbar moglich,
wenn fiir alle M = M,, folgende Bedingung erfillt ist:

(+) IstI# 0O ein Intervall positiver Linge, so gibt es ein Intervall J O 1
positiver Linge mit J n M = [.

Die Bedingung (+), die de facto von Cantor zur Konstruktion der Intervall-
schachtelung benutzt wird, ist heute als M ist nirgendsdicht bekannt. Das Argu-
ment von Cantor zeigt klar:
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Satz  (Bairescher Kategoriensatz fiir R)
Ist M,, eine Folge von nirgendsdichten Teilmengen von R, so enthilt die
Vereinigung aller M, kein Intervall I # O positiver Linge.

In dieser Form erscheint der Satz in [Baire 1899, S. 65]. In der dquivalenten dua-
len Form besagt das Ergebnis, dass der Durchschnitt abzihlbar vieler offener
und dichter Teilmengen von R wieder dicht ist.

Esist miiffig zu diskutieren, warum Dedekind und Cantor der originale Beweis
als kompliziert erschienen ist, und warum sie den vollen mathematischen Gehalt
des Arguments nach einer gefundenen Modifikation anscheinend nicht weiter
untersucht haben. Sicherlich ist die Briefkonstruktion nicht optimal zugeschnit-
ten fiir einen Beweis, der méglichst direkt die Uberabzihlbarkeit von R zeigen
will. Sso spielt etwa die Konstruktion der Matrix & keine wesentliche Rolle. Wir
geben einen solchen Zuschnitt im nichsten Abschnitt. Wie dem auch sei: Der
Beweis vom 7. Dezember zeigt den Baireschen Kategoriensatz fiir das Konti-
nuum, den Baire erst 1899 veréffentlicht hat.

Bei dieser Einschitzung ist auch erwihnenswert, dass die Eigenschaften dicht und éiberall-
dicht in einem Intervall in Cantors Arbeiten tiber ,Lineare Punktmannigfaltigkeiten“ aus
den 1880er Jahren eine wichtige Rolle spielen (siche z.B. [ Cantor 1879, S. 2f], [ Cantor
1880, S. 358], [Cantor 1882, S. 114]). Cantor hat aber wohl die Aussage des Baireschen
Satzes nie explizit formuliert.

Insgesamt konnen wir den Baireschen Kategoriensatz historisch wie inhaltlich
als eine natiirliche Verallgemeinerung der Uberabzihlbarkeit jedes nichtleeren
offenen Intervalls I O R lesen: Die Uberabzihlbarkeit von T besagt, dass I nicht
»klein® ist im Sinne einer abzihlbaren Vereinigung von einzelnen Punkten. Der
Bairesche Kategoriensatz besagt stirker, dass I nicht ,klein® ist im Sinne einer
abzihlbaren Vereinigung von nirgendsdichten Mengen. Das Intervall I ist, wie
wir heute sagen, nicht mager.

Die Isolation und begriffsbildende Analyse der tragenden Bedingungen eines
Beweises gilt heute allgemein als ein wichtiger Schritt der mathematischen Er-
kenntnis, und in keinem Falle soll hier Cantor ein erstviel spiter in seiner Bedeu-
tung erkannter Satz zugeschrieben werden. Aber wir kénnen Cantor den Beweis
des Satzes zuschreiben. Und das Schicksal des Arguments ist bemerkenswert:
Cantor veroffentlichte nur eine Variante des Arguments — moglicherweise sogar
in Dedekinds Worten. Weiter hat dann das spitere Diagonalverfahren auch diese
Variante zumindest soweit verdringt, dass viele Mathematiker die Beweise von
1873/74 nicht kennen und den Baireschen Kategoriensatz nicht im Zusammen-
hang mit der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen sehen.

In manchen Lehrbiichern der Analysis wird allerdings der erste Cantorsche Beweis der
Uberabzihlbarkeit von R vorgestellt, siche z. B. [Dieudonné 1985, S. 34].

Wir betrachten nun die veréffentlichte Cantor-Dedekind-Variante des Brief-
beweises genauer.
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3. Der veroffentlichte Beweis von 1874

Die Veroffentlichung des neuen abstrakten Beweises der Existenz transzen-
denter Zahlen kam wohl auf Vermittlung von Weierstraf§ zustande. Cantors Ar-
beit heifit ,Uber eine Figenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen®, greift also aus heutiger Sicht nicht die primire neue Erkenntnis in ih-
rem Titel auf. Ob die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen fiir sich stehend
tberhaupt veroffentlicht worden wire, ist zweifelhaft. In seinem Brief an Dede-
kind vom 25. Dezember 1873 schreibt Cantor, dass er Weierstraf seine Resultate
mitgeteilt habe. Zur Reaktion von Weierstraf} lesen wir:

Cantor (Brief an Dedekind vom 25. Dezember 1873): [ Weiterstrafl ] meinte, ich miisste die
Sache, soweit sie sich auf die algebraischen Zahlen bezieht, veroffentlichen.“ [ Cantor
/ Dedekind 1937, S. 16f]

Der veréffentlichte Beweis der Uberabzihlbarkeit von 1874 verliuft, in mo-
dernisierter Notation, wie folgt. Fiir zwei reelle Zahlen x # y setzen wir

Ix,y) = [x,v], falls x<y, 1(xy) = [y, x] sonst.

Der Beweis von 1874

Seien xy, X, ..., X, ... reelle Zahlen, und sei I = [a, b] mit beliebigen
reellen Zahlen a <b. Wir finden ein x* € [ mit x* Z x,, fiirallen > 1.
Hierzu konstruieren wir rekursiv geschachtelte abgeschlossene Intervalle I,
positiver Linge:

Sei I, bereits konstruiert. Im Falle der Existenz seien dann x;, und x,,, die
ersten beiden voneinander verschiedenen Glieder der Folge, die im Inneren
von I liegen. Wir setzen dann I, | = I(xy, x,,).

Ist I, ; nicht definiert fir ein n, so liegt hochstens ein Glied der Folge im
Inneren von I, und damit lisst die Folge sogar ein offenes nichtleeres
Intervall aus. Sind alle I, definiert, so ist jedes x* im nichtleeren Durch-
schnitt der I, verschieden von allen Gliedern der Folge, wie eine einfache
Uberlegung zeigt.

Dieses Argument findet sich im Original in [ Cantor 1874, S. 260f ] und etwas
ausfithrlicher auch in [ Cantor 1879, S. 6 - 8]. Speziell in der ausfiihrlichen Form
ist der Beweis nicht mehr kiirzer als der erste Brietbeweis.

Die Verbindung zum Baireschen Kategoriensatz ist bei diesem schrittweisen
Ausheben von Intervallen immer noch spiirbar, aber bei weitem nicht mehr so
deutlich wie im Beweis des Briefes.

Aus heutiger Sicht lisst sich der Beweis vom 7. Dezember leicht in einer Weise
notieren, die die Analogie zum Baireschen Satz klar herausstellt und dabei allen
iberflissigen Ballast entfernt:
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Variante des Beweises vom 7. Dezember
Seien wieder reelle Zahlen xy, x5, ..., X, ... und Iy = [a, b], a <b, gegeben.
Wir definieren rekursiv Intervalle I, wie folgt:

I,.1 = ,ein abgeschlossenes Intervall I O 1, positiver Linge mitx,,,; ¢ [“.

(Konkret konnen wir zum Beispiel immer entweder das linke oder rechte
Drittelintervall von I, wihlen. Das Auswahlaxiom muss nicht verwendet
werden.)

Dann ist jedes x* € (1, . I, (# 0) verschieden von allen x,,.

Hier konstruieren wir Intervalle, die einzelnen Punkten fernbleiben. Den ver-
offentlichten Beweis von 1874 konnen wir auch in dieser Weise lesen, denn auch
hier gilt fir allen 2 1, dass x, ¢ I,,, ;. Bei obiger Variante wird diese Eigenschaft
aber in den Mittelpunkt gestellt. Cantor hat auf diese Eigenschaft explizit in sei-
ner zweiten Darstellung des Argumentes hingewiesen (siche [ Cantor 1879, S. 6].
Ersetzen wirdie Punkte x,, durch nirgendsdichte Mengen M,,, so bleibt die Kon-
struktion durchfiihrbar: Es existieren stets Intervalle, die den Mengen M, fern-
bleiben. Das Argument zeigt so den Baireschen Kategoriensatz.

4. Das Diagonalargument von 1891

Es ist nicht genau bekannt, wann Cantor sein auf der Tagung der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung in Halle 1891 vorgetragenes Diagonalargument ge-
funden hat. Er zeigt, dass die Menge aller Belegungen von N, d.h. aller Funktio-
nen f: N — {0, 1}, iiberabzihlbar ist:

Satz  (Uberabziblbarkeit der 0-1-Folgen)
| DieMenge F={f1{:N —{0,1}istiiberabzihlbar.

Beweis
Seienf}, f,, ..., f,, ... Elemente von F. Wir definieren f* € F durch

f*n) = 1, falls f,(n) = 0
f*n) = 0, falls f,(n) = 1

Dann ist f*(n) # f,(n) fir alle n. Also ist die Funktion f* von jeder Funktion
f, verschieden.

Die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen gewinnen wir hier aus der Gleich-
michtigkeit der Mengen R und F. Diese Gleichmichtigkeit ist nicht iberra-
schend, wenn wir an die Dualdarstellungen reeller Zahlen denken, deren Nach-
kommaanteile wir ja als Elemente von F lesen konnen. Die Feinheiten sind aber
nicht vollig trivial, und zumindest ist die Verwendung des Satzes von Cantor-
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Bernstein hilfreich. Deswegen hat sich fiir den Beweis der Uberabzihlbarkeit
von R eine direkte Anwendung der Diagonalmethode durchgesetzt (siehe Bei-
spiel (1) unten).

Allgemein zeigt das Diagonalargument, dass es fiir jede Menge M keine Bijek-
tion zwischen M und der Potenzmenge P(M) von M gibt. In dieser allgemeinen
Form wird das Ergebnis heute zitiert als:

Satz  (Satz von Cantor)
Sei M eine Menge, und sei G eine Funktion mit Definitionsbereich M.
Dann liegt die Menge

D={xeMlIx¢GK)}

nicht im Wertebereich von G.

Insbesondere existiert kein surjektives G : M — P(M).

Beweis
Annabme, es gilt G(x) = D fiir ein x € M. Dann gilt:

xeD genau dann, wenn x ¢ D,
Widerspruch.

Cantors Diagonalargument spielt in der weiteren Geschichte der Mathematik
in vielen Varianten eine wichtige Rolle. Wir nennen einige Beispiele.

Diagonalargumente in der Mathematik
(1) Angewendet auf eine Folge x;, x5, ..., X,, ... von reellen Zahlen in
Dezimaldarstellung ergibt sich der bekannte Beweis der Uberabziihl-
barkeit von R durch Diagonalisierung einer unendlichen Matrix von
Nachkommastellen.

(2) Ein Diagonalargument zeigt folgenden Satz von Julius Kénig und
Ernst Zermelo von 1904:

Sind Ay, Ay, ..., Ay, ... Teilmengen von R derart, dass jedes A,
von kleinerer Michtigkeit ist als R, so ist auch die Vereinigung
aller A, von kleinerer Michtigkeit als R.

Fiir einelementige Mengen M,, erhalten wir so wieder die Uberabzihl-
barkeit von R.

(3) Das Diagonalargument von Cantor hat Bertrand Russell zur Entdek-
kung der Antinomie der Menge aller Mengen gefiihrt, die sich selbst
nicht als Element enthalten. Sei nimlich

R={x | xisteine Menge mitx ¢x }.

Dann gilt R € R genau dann, wenn R ¢ R, Widerspruch. Die uneinge-
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schrinkte Mengenbildung durch Aufsammlung aller Objekte mit einer
bestimmten Eigenschaft ist also widerspriichlich und muss durch eine
vorsichtigere Axiomatik ersetzt werden. Auf die Russellsche Klasse R
kommt man durch Setzen von M =, die Menge aller Mengen® und

G = ,,die Identitit“ im Satz von Cantor. Die Zusammenfassung

R={xeMlIx¢gx} =D
liegt nicht im Wertebereich der Identitit auf M, ist also keine Menge.

(4) In der mathematischen Logik tauchen Diagonalargumente an
prominenten Stellen auf, etwa im Beweis des ersten Godelschen
Unvollstindigkeitssatzes oder im Beweis der Existenz einer effektiv
aufzihlbaren Menge A O N, die nicht berechenbar ist. Fiir eine
derartige Menge A existiert ein Computerprogramm P, das die
Elemente von A als Liste ausgibt, aber es gibt kein Computerpro-
gramm P, das bei Eingabe von n stets in korrekter Weise entscheidet,
ob n ein Element von A ist oder nicht.

(5) Auf Lebesgue (1905) geht ein Diagonalargument zuriick, das zeigt,
dass die iterierte Anwendung der Operationen der abzihlbaren
Vereinigung und des abzihlbaren Durchschnitts ausgehend von den
offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R immer wieder neue
Mengen hervorbringt und erst nach w;-vielen Schritten abgeschlossen
ist (Reichhaltigkeit der sog. Borel-Hierarchie; vgl. hierzu auch den
Essay ,,Ordinalzahlen in der Analysis und Mafitheorie®).

(6) Diagonalisierungen kénnen benutzt werden, um schnell oder langsam
wachsende Funktionen zu konstruieren. Paul du Bois-Reymond hat
bereits 1875 in dieser Weise gezeigt, dass zu jeder Folge von immer
langsamer gegen unendlich konvergierenden Funktionen immer noch
eine Funktion existiert, die langsamer gegen unendlich konvergiert als
alle Glieder der Folge. Genauer zeigte er (siche [ Bois-Reymond 1875,
S.365]):

Seien f,, : R* — R*, n € N, Funktionen mit der Eigenschaft:
lim f,(x) = o und lim f,(x)/f,, ;(x) = fiir alle n.

Dann gibt es eine Funktion g : R* — R* mit lim g(x) = c und
lim £, (x)/g(x) = oo fiir alle n.

Der Beweis ist die erste bekannte diagonale Konstruktion. Die Arbeit
ist auf deutsch in den Annalen erschienen und enthilt gleich im ersten
Absatz Formulierungen wie ,nachdem ich meine Scheu tiberwunden,
das Wort ,unendlich’ ... substantivisch zu gebrauchen®, die Cantors
Interesse geweckt haben diirften. Es ist gut moglich, dass Cantor die
Arbeit studiert hat.
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5. Die ordnungstheoretische Uberabzihlbarkeit von 1895

Im ersten Teil seiner ,Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengen-
lehre® von 1895 zeigt Cantor einen grundlegenden Satz tiber die rationalen Zah-
len:

Satz  (ordnungstheoretische Charakterisierung von ()
Sei M eine linear geordnete Menge mit den Eigenschaften:

(a) M ist abzihlbar.
(b) M hat kein kleinstes und kein grofites Element.
(¢) Mistdicht, d.h. fiir alle a <b existiert ein cmita<c<b.

Dann ist M ordnungsisomorph zu Q, d.h. es existiert eine Bijektion
f: M — Q, sodass fiir alle a,b € M gilt: a <b genau dann, wenn f(a) < f(b).

Beweisskizze

Seien m;, my, ..., my, ... und qy, qz, ---, qp, --. Aufzihlungen von M bzw. Q.
Wir definieren f: M — Q rekursiv durch ,f(x,) = q;“, wobei k minimal ist,
sodass die bislang definierte Funktion f: { xy, ..., x, } — Q weiterhin
ordnungstreu (und insbesondere injektiv) ist. Wir erhalten so einen
Isomorphismus f: M — Q.

Zusammen mit der Existenz von irrationalen Zahlen, d.h. der Unvollstindig-
keit der Ordnung @Q, erhalten wir einen neuen Beweis der Uberabzihlbarkeit der
reellen Zahlen:

Ordnungstheoretischer Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen
Annabme, R ist abzihlbar. Dann erfiillt R die Eigenschaften (a), (b) und (c).
Nach dem Satz sind also R und @ ordnungsisomorph. Dies ist aber nicht
der Fall, da R vollstindig, @ aber unvollstindig ist, und ein Ordnungsiso-
morphismus die Vollstindigkeit einer Ordnung erhilt.

Eine linear geordnete Menge M heifit (linear) vollstindig, wenn jede nichtleere nach
oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum in der Ordnung besitzt. Der Konvergenzbe-
griff fiir Folgen muss fiir dieses Argument nicht bekannt sein.

Dieser Beweis benutzt die pythagoreische Erkenntnis der Existenz von irratio-
nalen Zahlen, oder gleichwertig die Existenz von Liicken in @: Es gibt Dede-
kindsche Schnitte (L, R) in Q, deren linker Teil L kein Supremum und deren
rechter Teil R kein Infimum besitzt. Es ist bemerkenswert, dass Cantors Charak-
terisierungssatz auch dazu geeignet ist, die Existenz von Liicken in Q nachzuwei-
sen, und dies ohne jede Arithmetik:
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Ordnungstheoretischer Beweis der Existenz irrationaler Zahlen
Wir betrachten die Ordnung Q* = Q, + Q, die aus zwei hintereinander
gehingten Kopien von Q besteht.

Formalsei @Qy=Qx {0}, Q@; =Qx{1},Q*=Q, O Q; und es sei (q, 1) <(r, j) in Q*,
fallsi<j oder i=jund q<rin Q.

Die Ordnung Q* hat offenbar die Liicke (@, Q;). Aber Q* erfiillt die drei
Bedingungen des Cantorschen Satzes, ist also isomorph zu Q. Damit hat
auch Q Licken.

Cantors Charakterisierung liefert neue ordnungstheoretische Beweise sowohl
fiir die Existenz irrationaler Zahlen als auch fiir die Uberabzihlbarkeit der reel-
len Zahlen. Damit beleuchtet er zwei fundamentale und geschichtlich weit aus-
einanderliegende Erkenntnisse tiber das Linearkontinuum noch einmal von ei-
ner ganz eigenen Warte.

6. Zur Bedeutung des Ergebnisses

Die Entdeckung der Uberabzihlbarkeit wirft die Frage auf, wieviele reelle
Zahlen es nun gebe. Die Cantorsche Kontinuumshypothese von 1878 gibt die
folgende Antwort (siche [ Cantor 1878, S. 257f]):

Kontinuumshypothese
Ist A O R iiberabzihlbar, so existiert eine Bijektion zwischen A und R.

Anders formuliert besagt die Hypothese: Die Michtigkeit von R ist die kleinste
Unendlichkeitsstufe nach der durch die Menge N reprisentierten abzihlbaren
unendlichen Michtigkeit. Oder kurz: Es gibt keine Michtigkeit zwischen den
natiirlichen und den reellen Zahlen.

Die Kontinuumshypothese ist nun aber im Rahmen der klassischen Mathema-
tik nachweislich weder beweisbar noch widerlegbar, es sei denn, die klassische
Mathematik ist selbst widerspriichlich.

Unter der ,klassischen Mathematik® verstehen wir informal das System der heute tibli-
chen mathematischen Begriffsbildung und Argumentation. Genauer konnen wir
,beweisbar in der klassischen Mathematik“ lesen als ,beweisbar in der Axiomatik von
Zermelo-Fraenkel mit Auswahlaxiom. Weiter kann ,,beweisbar® durch ,,formal herleit-
bar in einem syntaktischen logischen Kalkiil® prizisiert werden.

Das metamathematische Ergebnis der Unabbingigkeit der Kontinuumshypotbese
haben Kurt Gédel 1938 und Paul Cohen 1963 bewiesen. Die Entdeckung der
Uberabziihlbarkeit der reellen Zahlen hat insgesamt zur Analyse der Funda-
mente der Mathematik und zur Entwicklung von allgemeinen Methoden der
mathematischen Logik gefiihrt, die derartige limitierende Resultate tiberhaupt
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ermoglichen. Das Ergebnis selbst zeigt, dass wir die so vertraut erscheinenden
reellen Zahlen in einer fundamentalen Art und Weise nicht verstehen. Wie diese
Verstindnisliicke zu interpretieren ist und ob und wie sie ausgefiillt werden
kénnte, ist nach wie vor Gegenstand der Diskussion.

Eine ganz andere praktische Bedeutung hat das Phinomen der Uberabziihl-
barkeit in der Analysis und Wahrscheinlichkeitstheorie: Die Existenz eines ab-
zihlbar-additiven Mafles A auf einer Menge M mit A(M) > 0, das einzelnen
Punkten das Mafi 0 zuordnet, ist nur méglich, wenn M tiberabzihlbar ist, denn
sonst ware

)\(M) = ZXEMA({X}) = 0.

Die Lingenmessung A auf R erfiillt aber sicherlich A({x }) = 0 fiir alle x € R. Eine
Integrationstheorie mit starken Vertauschungssitzen beruht auf einer abzihlbar-
additiven Lingenmessung und damit notwendig auf einer iiberabzihlbaren
Struktur.

Diese beiden weit voneinander entfernt liegenden Gesichtspunkte zeigen, wie
sehr sich sowohl Cantor als auch Dedekind in ihrer spontanen Einschitzung der
Bedeutung der Cantorschen Frage nach der Uberabzihlbarkeit von R geirrt ha-
ben.
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2. Der Multiplikationssatz
der Mengenlehre

Wir diskutieren die Geschichte des Multiplikationssatzes der Mengenlehre, der
die Frage nach der Michtigkeit des kartesischen Produkts einer unendlichen
Menge mit sich selbst beantwortet. Wir geben fiinf verschiedene Beweise, von
denen zwei allgemein zuginglich sind. Der Artikel ist getrennt in einen histori-
schen und einen mathematischen Teil, die unabhingig voneinander lesbar sind.

A Einleitung
Al Einfithrung

A2 Notationen und zentrale Sitze

B Historischer Teil

B1 Abriss der Geschichte des Multiplikationssatzes

B2 Cantors Paarungsfunktion und die Kardinalitit der Ebene (1878)
B3 Cantors Kalkiil der Kardinalzahlarithmetik (1895)

B4 Zermelo iiber die Addition von Kardinalzahlen (1901)

B5 Die Hypothek der Dissertation von Bernstein (1901)

B6 Die Hausdorff-Formel und eine Regularititsbehauptung (1904)
B7 Jourdains Versuche (1904) und Harwards Beweise (1905)

B8 Hessenbergs erster Beweis des Satzes (1906)

B9 Hessenbergs zweiter Beweis des Satzes (1907)

B10 Jourdain (1908), Hausdorff (1914) und der heute iibliche Beweis
B11 Problembewusstsein und Reaktionen

B12 Multiplikationssatz und Auswahlaxiom (1924)
B13 Max Zorn: Ein wohlordnungsfreier Beweis (1944)

C Mathematischer Teil

C1 Approximation an den Satz: IR xR = IR

C2 Ein begrifflich elementarer Beweis des Multiplikationssatzes
C3 Ein Beweis mit Wohlordnungen

C4 Zur logischen Stirke des Multiplikationssatzes

Cs5 Der erste Beweis von Hessenberg

Coé6 Der zweite Beweis von Hessenberg

C7 Harwards urspriinglicher Beweis
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A. Einleitung

Al. Einfiithrung

Der Multiplikationssatz der Mengenlehre lautet:
Ist M eine unendliche Menge, so existiert eine Bijektion zwischen M % M und M.

Dieser Satz bedarf aufgrund seiner tiberzeugend schlichten Antwort auf ein sehr
natiirliches und zunichst schwieriges Problem keinerlei Werbemafinahmen, je-
doch ist das Interesse, das dem Satz zukommyt, vielgestaltig: Von der mengenthe-
oretischen Sternwarte aus ist der Satz Teil des Ergebnisses, dass alle kanonischen
arithmetischen Operationen mit Michtigkeiten letztendlich trivial sind mit Aus-
nahme der Exponentiation, deren Natur dafiir um so schwerer zu ergriinden ist.
Geschichtlich trug der Spezialfall des Satzes fiir die reellen Zahlen - die Existenz
einer Bijektion zwischen der Ebene und der Geraden -, viel zur Fundierung der
Analysis bei, die sich gegen Ende des 19. und zu Anfang des 20. Jahrhunderts
vollzog. Weiter spiegelt die sich iiber drei Jahrzehnte erstreckende Geschichte
des allgemeinen Satzes den gesellschaftlichen Wachstum einer Theorie wider,
die aus einer schopferischen Einzelleistung hervorging, und dann etwas frithreif
als blue chip der mathematischen Borse dastand und ihren Crash ausloste. Was
fir die gesamte Mengenlehre gilt, gilt hier speziell fiir ein einzelnes Resultat:
Georg Cantor geht den Weg zunichst ganz alleine, und lisst dabei gentigend
Raum fiir seine Epigonen iibrig, seine Ideen nicht nur weiterzuentwickeln, son-
dern fiir sich neu zu ordnen und zu interpretieren. Seine schwindende mathema-
tische Kraft gegen Ende des 19. Jahrhunderts markiert eine Unstetigkeitsstelle
in der Entwicklung des Gebiets, die Tradierung seiner Intuition und seines Wis-
sens gelingt nur bruchstiickhaft. Seine Einsichten etwa iiber die Paradoxien der
sabsolut unendlichen Vielheiten®, der ,grofien” echten Klassen im Gegensatz zu
den ,kleinen“ Mengen sind heute nur brieflichen Spuren folgend zu rekonstruie-
ren. Dass Cantor einen Beweis des Multiplikationssatzes gesehen hat, ist nicht
einmal handschriftlich dokumentiert, sondern nur einer Bemerkung von Felix
Bernstein in seiner Dissertation von 1901 zu entnehmen, die dann einige Jahre
lang in nebelhafter Weise verwendet wird.

Im Jahre 1905 veréffentlicht ein bis heute obskurer Herr A. E. Harward, ange-
regt durch nichts als Russells ,,Principles of Mathematics“ und zwei nicht gerade
glinzende Artikel von Philip Jourdain in einem philosophischen Journal einen
ersten vollstindigen Beweis, der von der Mathematikergilde nicht wahrgenom-
men wird. Harward war Verwaltungsangestellter in Indien, und gibt der ganzen
Geschichte eine kuriose und exotische Note. Er skizziert im Anhang seiner Ar-
beit noch einen zweiten Beweis, den Hausdorff erst 1914 wiederentdecken wird,
und der im Wesentlichen den heute iiblichen darstellt. Innerhalb der professio-
nellen Mathematik gelingt Gerhard Hessenberg unabhingig von Harward unge-
fihr zeitgleich ein weiterer Beweis, der 1906 in seinem Lehrbuch ,,Grundbegrifte
der Mengenlehre® erscheint, und seither als erster Beweis des Satzes zitiert wird.
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Ein wichtiger Satz der Mengenlehre, der zudem mit dem heute zentralen Be-
griff der Regularitit von Kardinalzahlen in enger Beziehung steht, blieb durch
einen mathematischen Generationenwechsel, gepaart mit der Nichtbeachtung
eines Aufienseiters, an der Jourdain nicht unschuldig ist, schitzungsweise ein
ganzes Jahrzehnt verdeckt. Das Ungliick der frithen Mengenlehre ist die man-
gelnde Zentrumsbildung um Cantor in den 80er und 90er Jahren, ihr Gliick die
Wiederaufnahme seiner Ideen in zwei vollig verschiedenen Richtungen durch
Ernst Zermelo und Felix Hausdorff nach dem Jahrhundertwechsel, die in eine
Zeit des allgemeinen Interesses an mathematischen Grundlagenfragen fiel.

Wir diskutieren die Geschichte des Satzes ausfithrlich in Abschnitt B. Nach
diesem historischen Dokumentarfilm (ohne Werbeunterbrechung) betrachten
wir zunichst den mathematischen Spezialfall des Satzes fiir die reellen Zahlen,
und geben dann finf verschiedene Beweise des allgemeinen Resultates. Die Be-
weise sind hier weder historisch noch nach ihrer Schwierigkeit geordnet, son-
dern nach der Menge an Mathematik, die in ihnen Verwendung findet. Beweis 1
braucht nur das Zornsche Lemma. Beweis IT ist der heute allgemein ibliche 2 la
Harward-Jourdain-Hausdorff, allerdings so zugerichtet, dass der Leser nur den
Wohlordnungsbegriff, aber keine Ordinalzahlen zu kennen braucht. Als Inter-
mezzo beweisen wir dann die markante Aquivalenz von Multiplikationssatz und
Auswahlaxiom, die im Dreisprung durch Sitze von Felix Bernstein, Friedrich
Hartogs und Alfred Tarski zwischen 1901 und 1924 erreicht wurde. Danach ver-
suchen wir mit Beweis III Wiederbelebungsmafinahmen fiir den ersten Beweis
von Gerhard Hessenberg. Auch Beweis IV stammt aus der Feder von Hessen-
berg, und bringt als Satyrspiel gegen Ende des Abends noch einmal neuen Witz
ins Geschehen. Die Hessenbergschen Beweise beruhen auf der Arithmetik trans-
finiter Zahlen, sind modulo dieser Arithmetik dann aber trickreich konstruierte
kurzweilige Einakter. Der Leser findet diese Beweise von Hessenberg in moder-
ner und vereinfachter Form in den Abschnitten C5 und C 6, die sich mehr an
Spezialisten und Liebhaber richten. Gleiches gilt fiir Abschnitt C7, ein Anhang,
der mit Beweis V den ersten Beweis von A. E. Harward diskutiert, wenngleich
dem Argument wohl in erster Linie nur geschichtliches Interesse zukommen
diirfte. Ansonsten ist dieser Essay fiir jeden Mathematiker zuginglich, und soll
all denen entgegen kommen, die an einem vollstindigen und transparenten Be-
weis des Satzes und seiner historischen Position Interesse haben.

Nichts in diesem Artikel ist wirklich neu, doch finden sich der erste, dritte und vierte
Beweis des Satzes wenn iiberhaupt dann verstreut unter anderen mengentheoretischen
Sachverhalten. Zudem wird A. E. Harward an keiner einschligigen Stelle im Zusammen-
hang mit dem ,,Satz von Hessenberg“ auch nur erwihnt. Insgesamt erschien dem Autor
eine isolierte Darstellung des vielverzahnten Themas angebracht, und dies nicht nur aus
historischem Interesse.
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A2. Notationen und zentrale Sitze

Wir referieren in diesem Abschnitt die wichtigsten Bausteine der Michtigkeits-
theorie und der Theorie der Wohlordnungen. Das Bithnenbild ist das der klassi-
schen Mathematik. Technisch gesprochen heifit das: Wir arbeiten in der tiblichen
Mengenlehre mit Auswahlaxiom. Die Verwendung des Auswahlaxioms ist fiir den
behandelten Gegenstand von Bedeutung und wird daher jeweils notiert.

Stille Grofie...

Sind M und N Mengen, so schreiben wir:
IMI| = INI, falls eine Bijektion von M auf N existiert
IMI| < INI, falls eine Injektion von M nach N existiert
IMI| < INI, falls IMI| < INI,aber IMI| # NI

Ist IMI = INI, so nennen wir M und N gleichmadchtig ; ist IM| < INI, so sagen
wir, dass die Michtigkeit von M kleiner ist als die Michtigkeit von N. Dies ist die
relationale Definition der Michtigkeiten - wir haben nicht definiert, was ,die
Michtigkeit von M“ selbst ist, und brauchen dies auch nicht tun.

Eine Menge M heifit (Dedekind-) unendlich, falls es eine echte Teilmenge N von
M gibt mit IN| = IM1. Aquivalent hierzu ist: Es gilt IN| < IM1. (Diese Aquiva-
lenz verwendet das Auswahlaxiom nicht. Es wird aber verwendet, um zu zeigen:
M ist endlich genau dann, wenn es gibt einn e Nmit IMI = [{0,...,n-1}1.)

Wir notieren nun offiziell das Thema dieses Artikels:

Satz  (Multiplikationssatz (Harward 1905, Hessenberg 1906))
| Ist M eine unendliche Menge, so ist IM x M| = M.

Hessenberg beweist zugleich auch den verwandten Additionssatz: Die Vereini-
gung zweier disjunkter Kopien einer unendlichen Menge ist gleichmichtig zur
Ausgangsmenge. Hierzu definieren wir fir Mengen M und N:

M+N=Mx{0}ONx{1}

Die Mengen M' = M x {0} und N' = N x {1} sind gleichmichtige ,,Kopien“ von
M bzw. N, und es gilt M' n N' = 0. Wir schreiben dann den Additionssatz wie
folgt:

Satz (Additionssatz)
I Ist M eine unendliche Menge, so ist IM + M| = IMI.

Fiir die Argumente in den Beweisen I, III, IV und V ist der Additionssatz ein
fahrplanmifBiiger Halt auf der Beweisstrecke. Beweis 11 zeigt den Multiplikati-
onssatz direkt, und der Additionssatz ergibt sich dann als Korollar mit Hilfe des
folgenden Satzes, der pausenlos im Einsatz ist:
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Satz  (Satz von Cantor-Bernstein; Cantor 1883, Dedekind 1887, Bernstein 1897)
| Seien M, N Mengen mit IM| < IN|und IN| < IMI. Dann gilt IMI = IN]I.

Cantor hat diesen Sachverhalt 1883 formuliert und einen Beweis angekiindigt.
Aber erst Felix Bernstein konnte den Satz 1897 in einem von Cantor veranstalte-
ten Seminar in Halle vollstindig beweisen. Dedekind hatte bereits 1887 einen
Beweis entdeckt, der sich heute in seinem Nachlass findet. Fiir den Beweis des
Satzes muss das Auswahlaxiom nicht verwendet werden.

Offenbar gilt IM| < |M +MI < |M xMI fiir Mengen M mit mindestens zwei
Elementen, und daher folgt der Additionssatz aus dem Multiplikationssatz mit
Hilfe von Cantor-Bernstein.

Wesentliches Hilfsmittel fiir Beweis I ist das Zornsche Lemma:

Satz  (Zornsches Lemma ; Zorn 1935)
Ist P eine partiell geordnete Menge, in der jede total geordnete Teilmenge
eine obere Schranke besitzt, so existiert ein maximales Element der
Ordnung, d.h. ein x € P mit: Isty e Pund x<y, soistx=y.

Das Zornsche Lemma ist geeignet, den recht filigranen Begrift der Wohlord-
nung aus bestimmten Argumenten zu vertreiben, und ist auch zu dieser zuweilen
etwas grobschlichtigen Anwendung ins Leben gerufen worden: Zorn gab 1935
das Lemma als Prinzip ohne Beweis an. Das Zornsche Lemma ist ein einfaches
Korollar des Hausdortfschen Maximalititsprinzips [Hausdorft, 1914]. Aufgrund
seiner einfachen Handhabung wurde es zum Exportschlager.

Das Zornsche Lemma ist, auf der Basis der anderen Axiome der Mengenlehre,
dquivalent zum Auswahlaxiom. Gleiches gilt fiir den folgenden Satz:

Satz  (Vergleichbarkeitssatz ; Cantor 1878, Zermelo 1904)
| Seien M, N Mengen. Dann gilt IM| <IN oder INI < IM].

Beweis
Ohne Einschrinkung sind M, N nichtleer. Sei P die Menge aller Injektio-
nen f: M' — N mit M' O M, geordnet durch Inklusion, d.h.

f<g fals f0g (gsetztffort)

Das Zornsche Lemma findet Anwendung. Sei also f € P maximal. Dann ist
f: M — N injektiv oder ' : N — M injektiv.

Der Vergleichbarkeitssatz wurde von Cantor zunichst als ,,offensichtlich“ an-
gesehen (vgl. den ersten Absatz von [Cantor 1878]), spiter hat er den Satz dann
als Problem formuliert [ Cantor 1895, Ende § 2] und bewiesen, aus heutiger Sicht
jedoch nicht in vollstindiger Strenge. Erst der Zermelosche Wohlordnungssatz
von 1904 lieferte einen liickenlosen Beweis. Die Aquivalenz zum Auswahlaxiom
(und damit zum Zornschen Lemma) hat Friedrich Hartogs gezeigt [ Hartogs
1915].
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... und edle Ordnung

Eine totale Ordnung W, <[ist eine Wohlordnung, falls jede nichtleere Teil-
menge von W ein <-kleinstes Element besitzt. X 0 Wist ein (echtes) Anfangsstiick
von W, falls ein b € W existiert mit X = {a € W | a<b }. Wir schreiben im Fol-
genden oftmals nur W fiir eine Wohlordnung (W, <[JEine die Menge W woh-
lordnende Relation < O W x W ist dann stillschweigend mit dabei.

Zwei Wohlordnungen W, und W, sind ordnungsisomorph oder gleichlang, falls
eine Bijektion f: W; — W, existiert, sodass fiir alle a, b € W/ gilt: a <b genau
dann, wenn f(a) < f(b). Wy ist (strikt) kiirzer als W,, falls W, isomorph zu einem
Anfangsstiick von W, ist.

Ein Hauptmerkmal von Wohlordnungen ist die Vergleichbarkeit ihrer Lingen:

Satz  (Vergleichbarkeitssatz fiir Woblordnungen; Cantor 1897)
Seien W, und W, zwei Wohlordnungen. Dann tritt genau einer der
drei folgenden Fille ein:

(i) W, und W, sind gleichlang.
(i) W, ist kiirzer als W,.

(iii) W, ist kiirzer als W.

Insbesondere sind Wohlordnungen niemals gleichlang zu ihren eigenen An-
fangsstiicken.

Der Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen ist ohne Auswahlaxiom beweis-
bar. Allgemein wird das Auswahlaxiom beim Jonglieren mit Wohlordnungen nie
gebraucht, da man immer auf einen kleinsten Zeugen innerhalb irgendetwas
Nichtverschwindendem zugreifen kann, anstatt nur auf einen Zeugen, was der Job
einer Auswahlfunktion wire. Lediglich um die nackte Existenz von Wohlord-
nungen zu sichern ist das Auswahlaxiom bitter notig:

Satz  (Woblordnungssatz; Zermelo 1904, zweiter Beweis 1908)
Jede Menge lisst sich wohlordnen:

Ist M eine Menge, so existiert eine Wohlordnung < auf M.

Der Zermelosche Wohlordnungssatz ist dquivalent zum Auswahlaxiom.

Noch ein paar Worte zu Ordinalzahlen und Kardinalzahlen. In der Mengen-
lehre definiert man Ordnungstypen oder Ordinalzablen nach Cantor informal als
das allen Wohlordnungen gleicher Linge Gemeinsame, oder formal nach von
Neumann und Zermelo als bestimmte natiirliche und uniform definierbare Re-
prisentanten fiir Wohlordnungen - je ein Reprisentant pro Linge. Die transfini-
ten Zahlen sind dann in beiden Versionen einfach diejenigen Ordinalzahlen, die
den unendlichen Wohlordnungen zugeordnet sind.

Man kann mit Wohlordnungen (und folglich mit Ordinalzahlen) arithmetisch
operieren: Hintereinanderhingen zweier Ordnungen fithrt zur Summe, lexiko-
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graphische Ordnung des kartesischen Produkts (oder iterierte Summation)
fithrt zur Multiplikation, iterierte Multiplikation zur Exponentiation.

Ganz dhnlich kann man Kardinalzablen informal als das allen Mengen gleicher
Michtigkeit Gemeinsame definieren. Eine formale Definition ist méglich, auch
in einer Mengenlehre ohne Auswahlaxiom (mit einer nichttrivialen Konstruk-
tion). Alephs sind nun diejenigen Kardinalzahlen, die zu den unendlichen wohl-
ordenbaren Mengen gehoren. Mit Hilfe des Wohlordnungssatzes sind alle Men-
gen gleichmichtig zu einer Wohlordnung, und die Alephs fallen dann mit den
unendlichen Kardinalzahlen zusammen. In einer Mengenlehre ohne Auswahla-
xiom bilden die Alephs eine Teilklasse der unendlichen Kardinalzahlen, und bzgl.
der Vergleichbarkeit von Kardinalzahlen kann dann nur noch fiir die Alephs Ga-
rantie ibernommen werden.

Mit Kardinalzahlen kénnen wir ebenfalls rechnen, die Operationen sind hier
iber die Michtigkeiten von Summe, kartesischem Produkt und, fiir die Expo-
nentiation, der Menge aller Funktionen von einer Menge der Michtigkeit des
Exponenten in eine Menge der Michtigkeit der Basis definiert.

Diese knappen Bemerkungen gentigen hoffentlich, weite Strecken des folgen-
den historischen Teils fiir jeden Leser zuginglich zu machen.

B. Historischer Teil

B1. Abriss der Geschichte des Multiplikationssatzes

Georg Cantor hat das Konzept der Michtigkeit von unendlichen Mengen in
den siebziger Jahren des 19. Jahrhunderts entwickelt und untersucht. Zu dieser
Zeit bewies er auch den Multiplikationssatz fiir abzihlbare Mengen und fiir
Mengen der Michtigkeit der reellen Zahlen. Der erste Beweis des allgemeinen
Satzes erschien 1905 in einer furiosen, aber kaum bekannten Arbeit von
A.E.Harward, ,Indian Civil Servant in Calcutta“. Unabhingig hiervon erschien
1906 Hessenbergs erster Beweis. Ein Jahr spiter veroffentlichte Hessenberg ei-
nen zweiten Beweis des Satzes, seiner Natur nach wie der erste arithmetisch, aber
von ihm doch wesentlich verschieden. Ein dritter Beweis wurde 1908 von Philip
Jourdain gefiihrt, und eine Vereinfachung dieses Beweises, die sich ebenfalls
schon bei Harward 1905 findet, fand dann Eingang in das Buch von Felix Haus-
dorff von 1914, und dadurch weite Verbreitung. Auch der heute tibliche Beweis
folgt der Harward-Hausdorffschen ,,zweidimensionalen Argumentationslinie®,
die als direkteste Verallgemeinerung der Cantorschen Diagonalaufzihlung von
N? angesehen werden kann. Hessenbergs Beweise dagegen sind in Vergessenheit
geraten - sicher zu unrecht, zumal besonders Hessenbergs erster Beweis direkt
auf Cantors Arbeiten aufbaut, und dadurch noch den unverwechselbaren Glanz
der erwachenden Mengenlehre an sich trigt. Schliefilich gab Max Zorn 1944
noch einmal einen ganz anderen Beweis mit Hilfe des Zornschen Lemmas, der
Wohlordnungen ganz vermeidet. Auch dieser Bewelis ist heute grofiflichig ver-
gessen.
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Wir diskutieren nun die Geschichte des Satzes genauer. Der Leser, der sich nur
fir die mathematischen Aspekte des Satzes interessiert, kann direkt mit Teil C
fortfahren. Die anderen Leser, die die Geschichte horen wollen, aber keinen spe-
ziellen Vertrag mit der Mengenlehre geschlossen haben, konnen im Folgenden
das Kleingedruckte tiberspringen - mit Ausnahme vielleicht der Originalzitate.

B2. Cantors Paarungsfunktion und die Michtigkeit der Ebene (1878)

In einem Brief an Richard Dedekind vom 29.11. 1873 stellt Cantor die Frage,
ob sich die natiirlichen Zahlen bijektiv auf die reellen Zahlen abbilden lassen. Er
bemerkt, dass sich eine Bijektion zwischen den natiirlichen Zahlen und den (po-
sitiven) rationalen Zahlen leicht angeben lisst. Die Identitit IN XN = IN| war
ihm zu diesem Zeitpunkt bereits vollig klar. Wenige Tage spiter kann Cantor die
von ihm gestellte Frage selbst beantworten. In der 1874 erschienenen Arbeit
»Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen® zeigt
Cantor der mathematischen Welt die Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen
und die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen. Die Arbeit ist von Cantor mit
,Berlin, den 23. Dezember 1873 unterzeichnet, doch was hier als hiibsch ver-
packtes Weihnachtsgeschenk fiir die Kollegen daherkommt, entpuppt sich
schnell als Startschuss fiir eine aufregende Epoche des fundamental Neuen und
der neuen Fundamente. Insbesondere fliefit aus Cantors Ergebnis so ganz ne-
benbei die Existenz transzendenter Zahlen, ein grofies Ergebnis von Liouville
aus dem Jahre 1847.

In ,Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre“ von 1878 gibt Cantor, eher bei-
liufig, die bekannte Diagonalaufzihlung von N’ konkret an: Das einfache Poly-
nom zweiten Grades

(m+n)(m+n+1)
2

f(n,m) = m+

bildet die Menge aller Paare von natiirlichen Zahlen bijektiv auf natiirlichen
Zahlen ab - und ist als Polynom zweiten Grades in dieser Hinsicht einzigartig.
Das Hauptresultat der Arbeit von 1878 ist jedoch, dass IR"| = IR gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen n = 1. Das Problem hatte Cantor bereits Jahre frither in ei-
nem Brief an Dedekind vom 5. 1.1874 aufgeworfen. In dem Brief heifit es:

Cantor an Dedekind (5. 1.1874): ,Lisst sich eine Fliche (etwa ein Quadrat mit Ein-
schluss der Begrenzung) eindeutig auf eine Linie (etwa eine gerade Strecke mit Ein-
schluss der Endpuncte) eindeutig bezichen, so dass jedem Puncte der Fliche ein
Punct der Linie und umgekehrt zu jedem Puncte der Linie ein Punct der Fliche ge-
hort?

Mir will es Augenblick noch scheinen, dass die Beantwortung dieser Fragen, - ob-
gleich man auch hier zum Nein sich so gedringt sieht, dass man den Beweis dazu fast
fiir iiberfliissig halten méchte, - grosse Schwierigkeiten hat. -

(Diese und die weiteren zitierten Briefstellen finden sich in [ Cantor 1991].)
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Die Losung liefi diesmal nicht Tage, sondern Jahre auf sich warten. Cantor
teilte einen Beweis seines kontraintuitiven Resultates Dedekind brieflich am
20.6.1877 mit - in der Tatist die Frage mit einem 7z zu beantworten. Er verwen-
det das ,Reissverschlussverfahren®, um zwei reelle Zahlen des Einheitsintervalls,
die in unendlicher Dezimaldarstellung vorliegen, zu einer neuen reellen Zahl zu
verschmelzen: Die Nachkommastellen der beiden Zahlen werden abwechselnd
aneinandergereiht, aus 0,1223... und 0,9267... wird etwa 0,19222637... Dede-
kind antwortet ihm, dass die entstehende Abbildung nicht surjektiv ist - Cantors
Beweis zeigt nur |R*| < IR1. Die Zahl 0,11101010... etwa liegt nicht im Bild der
Funktion. Cantor bemerkt, dass dieser Einwand nicht das Herz der Sache trife:
Sein Beweis liefert eine Bijektion zwischen R? und einer Teilmenge von R, und
das scheint ja irgendwie noch mehr zu sein, als er wollte. Dennoch sucht er nach
einem Beweis von |R? | = IR1. Der Satz von Cantor-Bernstein stand ihm damals
noch nicht zur Verfiigung, und Cantor verwickelt sich in unangenehme techni-
sche Probleme. Die gewiinschte Bijektion wird sehr aufwendig konstruiert, an
die Stelle der Dezimalbruchentwicklungen treten Kettenbriiche, und Cantor ar-
gumentiert umstindlich, dass die irrationalen Zahlen gleichmichtig zu den reel-
len Zahlen sind. Und obwohl er schliefilich ein einfaches Argument hierfiir sieht
und auch angibt [ Cantor 1878, § 6], will er in der Veroffentlichung auf seine
kompliziertere Konstruktion nicht verzichten. Die Arbeit ist, ganz abgesehen
von dem iiberraschenden Resultat, in vielerlei Hinsicht interessant: Sie ist Pho-
tographie des Nebels, der iiber neuen Begriffen in ihren Morgenstunden liegt,
und zugleich ein Dokument der Psyche von Wissenschaftlern, denen allzu einfa-
che Losungen oft gar nicht so gelegen kommen, da diese vorangehende Kraft-
akte tiberfliissig machen und dariiber hinaus auch nicht geeignet sind, der Mit-
welt das eigene geistige Potential zu offenbaren.

Die Gleichmichtigkeit der Ebene R’ mit der Geraden R war fiir die damalige
Zeit eine grofie Uberraschung, wobei schon die Fragestellung an sich unge-
wohnlich genug erschien. Cantor schreibt hierzu in einem Brief an Dedekind
vom 25.6.1877:

Cantor an Dedekind (25.6.1877):  ,Die meisten, welchen ich diese Frage [nach der
Gleichmichtigkeit von R" mit R] vorgelegt, wunderten sich sehr dariiber, dass ich sie
habe stellen kénnen, da es sich ja von selbst verstiinde, dass zur Bestimmung eines Pun-
ctes in einer Ausgedehntheit von p Dimensionen immer p unabhingige Coordinaten
gebraucht werden. Wer jedoch in den Sinn der Frage eindrang musste bekennen, dass
es mindestens eines Beweises bediirfe, warum sie mit dem ,selbstverstindlichen® nein
zu beantworten sei. Wie gesagt gehorte ich selbst zu denen, welche es fiir das Wahr-
scheinlichste hielten, dass jene Frage mit einem Nein zu beantworten sei, - bis ich vor
ganz kurzer Zeit durch ziemlich verwickelte Gedankenreihen zu der Uberzeugung
gelangte, dass jene Frage ohne all Einschrinkung zu bejaben ist. Bald darauf fand ich
den Beweis, welchen Sie heute vor sich sehen.“

Gemeintist der ,komplizierte“ Beweis von der Arbeit von 1978. Es gibt einen
einfachen Beweis von IR*| = |R| mit Hilfe einer modifizierten Reissverschlus-
stechnik, der den Satz von Cantor-Bernstein nicht benétigt und als Trick von Ju-
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lius K6nig bekannt ist. Cantor hat dieses einfache Argument tibersehen. Die Idee
ist, das Reissverschlussverfahren mit sog. Ziffernblocken anstelle von einzelnen
Ziffern durchzufiihren; ist a # 0 eine Ziffer einer reellen Zahl in unendlicher De-
zimaldarstellung, so bildet a zusammen mit allen vorangehenden Nullen einen
Block der Zahl, der dann also die Form 00...0a hat. Die ersten Blocke von
0,102002304... sind 1, 02, 002, 3, 04. Werden nun je zwei reelle Zahlen des offe-
nen Einheitsintervalls I durch Verzahnung von Blocken anstatt von Einzelziffern
amalgamiert, so entsteht eine bijektive Abbildung von I x I nach I (vgl. C1).

Die erste dem Autor bekannte Referenz auf die Beobachtung von Kénig ist [ Schoen-
flies 1900, p. 23 ]. Dort heifites: ,,... und zweitens denke man sich die eventuellen Nullen
mit der ersten auf sie folgenden Ziffer [ungleich 0] zu je einer Gruppe verbunden, und
dehne das Abbildungsgesetz [ das Reissverschlussverfahren ] auf diese Zahlengruppen
aus".“ Die Anmerkung 1 hierzu ist dann: 1) Dieser Gedanke riihrt von J. Kénig her.
Auch in [Fraenkel 1928] - vielfach ein historisches Miniaturenmuseum - findet sich le-
diglich die Bemerkung: ,Durch diesen von J. KONIG stammenden Kunstgriff wird also
der vorstehende Beweis liickenlos.“ [eb., p. 100].

In seinen Antwortschreiben wies Dedekind auf die Unstetigkeit der konstru-
ierten Bijektionen hin, und warf damit neue Fragen auf. Giuseppe Peano gab
1890 eine stetige Surjektion von der Geraden auf die Ebene an. Die Frage, ob die
Injektivitit einer solchen Abbildung notwendig verletzt sein miisse, blieb offen.
Erst 1911 gelang Brouwer der vollstindige Beweis des Satzes, dass es keine steti-
gen Bijektionen zwischen verschiedendimensionalen Kontinua geben kann.

Aus heutiger Sicht - oder genauer seit Hausdortfs Untersuchung der allgemeinen To-
pologie 1914 [vgl. speziell hierzu Hausdorff 1914, p. 377f ] - ist das Resultat fiir R und
R? relativ einfach zu beweisen: Die Ebene bleibt nach Entfernung eines Punktes zusam-
menhingend, die Gerade wird dagegen durch Entfernung eines Punktes unzusammen-
hingend. Es folgt, dass es keine stetige Bijektion zwischen R? und R geben kann. Wegen
automatischer Stetigkeit der Umkehrabbildung kann es dann weiter auch keine stetige
Bijektion zwischen R und R* geben.

B3. Cantors Kalkiil der Kardinalzahlarithmetik (1895)

Den nichsten grofieren Fortschritt in der Geschichte des Problems bildet die
Entdeckung des algebraischen Kalkiils der Kardinalzahlarithmetik durch Can-
tor. Ein Beweis von |R1? = IR liest sich darin dann einfach so:

IRI? = (270)% = 220 = 280 = IR,

Cantor fithrt den Kalkil im ersten Teil seiner ,Beitrige zur Begriindung der
transfiniten Mengenlehre“ von 1895 ein, und notiert begeistert, dass sich die Be-
weise der Arbeitvon 1878 nun auf ,,wenige Striche“ verkiirzen. Der Kalkiil selbst
wurzelt in Cantors Entdeckung des Diagonalverfahrens fiir Abbildungen einer
Menge M in die Menge { 0, 1 }. (Cantor trug das Diagonalverfahren auf der er-
sten Jahrestagung der DMV 1891 vor.) Solche 0-1-Belegungen suggerieren eine
Potenzierung fiir Kardinalzahlen, etwa 2 'MI und die vertrauten und leicht zu be-
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weisenden Rechengesetze, wie etwa (2 IMIYINT _ 2 IMIONT e fern niitzliche, zuvor

nur durch mithsame Manipulation von Bijektionen zu gewinnende Ergebnisse.
Entscheidend ist zudem die Gleichmichtigkeitvon Rund {f | {: N —{0,1}},
die die Briicke zwischen |R| und 2" schligt.

B4. Zermelo iiber die Addition von Kardinalzahlen (1901)

Zermelo widmet seine erste mengentheoretische Arbeit der Untersuchung
der Addition von unendlichen Kardinalzahlen. Er zeigt (hier in kardinalzahl-
freier Notation wiedergegeben): Gilt IM| = IM + N | fir Mengen M, N,,
neN,sogilt IMI = IM+ U, _y N, I. Hieraus folgt: Gilt IM| = IM + N/ fiir
zwei Mengen M und N, so gilt auch IM| = IM + (N x N)|. Die Argumenta-
tion erweist sich interessanterweise als eine Verallgemeinerung des Bernstein-
schen Beweises des Satzes von Cantor-Bernstein, und dieser Punkt scheint ein
Hauptanliegen von Zermelo gewesen zu sein. Eine allgemeine Additions- oder
Multiplikationshypothese stellt Zermelo in seinem Artikel nicht auf, und auch
ein Additions- oder Multipliaktionssatz fiir wohlordenbare Mengen wird nicht
diskutiert.

Zermelo spielt in der Geschichte des Satzes noch in zweierlei Hinsicht eine
Rolle: Zum einen beweist er 1904 den Wohlordnungssatz, der den Multiplikati-
onssatz auf das Problem reduziert, IM? | = IM| fiir wohlgeordnete Mengen M zu
beweisen. Alle Beweise mit Ausnahme des Beweises von Zorn folgen dieser Re-
duktionsmoglichkeit. Fiir den Beweis von IN*| = IN| durch diagonale Aufzih-
lung ist die Ordnung von N wesentlich, und ebenso hilft eine einer unendlichen
Menge M zugrundeliegende Wohlordnung fiir einen Beweis von |M?| = M.
Zum anderen hat Zermelo die Liickenhaftigkeit der Argumentation einer frithen
Arbeitvon Jourdain betont [ Jourdain 1904b], in der Jourdain zumindest den Spe-
zialfall des Multiplikationssatzes fiir Mengen der kleinsten iiberabzihlbaren
Michtigkeit beweisen wollte, also die Identitidt [, (1, = 0. In seiner Arbeit von
1908 weist Jourdain auf Zermelos berechtigte frithere Kritik hin, und dankt ihm
weiter fiir kritische Kommentare zur vorliegenden Arbeit: ,,] must here refer gra-
tefully to the trouble which Prof. Zermelo has taken in repeatedly critisising
weak points in my proofs and suggesting improvements.“ [ Jourdain 1908, p.512].
Zermelo brachte also dem Problem kontinuierliches lebhaftes Interesse entgegen,
und er unterstiitzte in seiner bekannten kritischen Art Jourdain auf seinem langen
und holprigen Weg zu einem korrekten Beweis.

Ein dritter Punkt betreffend Zermelos Anteil und Teilnahme am Multiplikationspro-
blem ist die Ankiindigung, dass Zermelo einen andersartigen Beweis des Satzes gefunden
habe und ihn demnichst ver6ffentlichen werde. Die Ankiindigung findet sich im Buch
von Hessenberg 1906 und wird in der Arbeit von Jourdain 1908 referiert, aber nicht wei-
ter erliutert. Obwohl Zermelo also Jourdains Beweise zum Problem priifte und kriti-
sierte, scheint er ihm seinen eigenen Beweis nicht mitgeteilt zu haben. Wir kommen un-
ten auf die Bemerkung bei Hessenberg noch kurz zurtick.
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BS. Die Hypothek der Dissertation von Bernstein (1901)

Zur Multiplikation noch grofierer Mengen als der Menge der reellen Zahlen
hat Cantor nichts verdffentlicht und auch in seinen Briefen dufiert er sich hierzu
nicht. Aus seinem algebraischen Kalkiil folgen aber unmittelbar Ergebnisse wie

|P(R’| = |P(R)]

Damit gilt der Multiplikationssatz auch fiir die Menge aller reellen Funktionen,
also firF={f | f:R — R}.

Nach Aussagen von Felix Bernstein hat Cantor aber einen Beweis des Multi-
plikationssatzes fiir wohlordenbare Mengen gesehen, und ihm diesen miindlich
mitgeteilt. In seiner Dissertation von 1901 verwendet Bernstein den Multiplika-
tionssatz fiir wohlordenbare Mengen als Hilfssatz, und schreibt zum Beweis la-
konisch:

Bernstein (1905): ,Den Beweis des Satzes, den ich aus miindlicher Mitteilung von G.
Cantor kenne, fithrt man analog wie im einfachsten Falle ... [fiir N] durch Verwand-
lung einer Doppelreibe in eine einfache Reibe [d.h. man verwandelt eine doppelt indi-
zierte Folge in eine gewohnliche Folge] ...“ [ Bernstein 1905, §12].

Die Dissertation von Bernstein wurde 1905 in den Mathematischen Annalen veroffent-
licht, als eine ,,bis auf einige Verbesserungen und Bemerkungen ... unverinderte Wieder-
gabe [der Dissertation]“. Zitiert wird hier nach dieser leichter zuginglichen Arbeit.

Bernstein belisst es also in seiner Doktorarbeit bei einem Autorititsargument,
anstatt den Cantorschen Beweis durchzufiithren. Es ist gut vorstellbar, dass der
junge Bernstein das von Cantor wahrscheinlich nur skizzierte Argument in
schweigender Bewunderung zur Kenntnis genommen hatte und es spiter nicht
genau rekonstruieren konnte: Die Details einer Aufzihlung von M x M bei
swohlgeordneten Achsen® sind nicht ganz trivial, ,,diagonal“ im einfachen Sinne
wie fiir N x N kann man sie nicht so ohne Weiteres durchfithren. Bemerkenswer-
terweise hat nun ein strenger Beweis des Multiplikationssatzes fiir Wohlordnun-
gen durch eine Art Diagonalaufzihlung bis zur Arbeit von Jourdain 1908 auf sich
warten lassen, obwohl fiir einen solchen Beweis der Zermelosche Wohlord-
nungssatz nicht gebraucht wird, und obwohl die Beweisstrategie durch Bern-
steins Bemerkung vorgezeichnet war. Hessenbergs Beweise von 1906 und 1907
kann man nicht als eine direkte Verallgemeinerung der Diagonalaufzihlung von
N? ansehen. Und auch Jourdains Beweis verschleiert die Dinge noch unnétig,
erst die Konstruktion von Hausdorff 1914 machte den Weg frei fiir die aus heuti-
ger Sicht auf der Strafie liegende Verallgemeinung der Cantorschen Paarungs-
funktion auf kartesische Produkte mit Achsen beliebiger Linge (vgl. die Paa-
rungsfunktion in C3).

Arthur Schoenflies schreibt im zweiten Teil seines Berichts iiber den Stand der
Mengenlehre 1908:
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Schoenflies (1908): ,Es liegt zunichst nahe den Beweis [des Multiplikationssatzes fiir
Wohlordnungen] in dhnlicher Wiese zu fithren wie den [ Cantorschen Beweis von IN
x NI = INI durch Diagonalaufzihlung]... Doch bedarf der Begriff der diagonalen
Anordnung [fiir allgemeine Wohlordnungen ] ... einer priizisen Erliuterung" ...
[Fufinote 1):] In obiger Form erscheint der Beweis z. B. in Bernsteins Dissertation...
Eine ausfiihrliche Darstellung des Beweises liegt nicht vor.“ [ Schoenflies 1908, p. 13]

Der Bericht von Schoenflies ist mit ,,Kénigsberg i. Pr., im Oktober 1907 unter-
zeichnet.

Der Multiplikationssatz fiir beliebige Mengen spielt weiter in der Bernstein-
schen Dissertation eine wichtige Rolle als eine Voraussetzung, aus der sich Ver-
gleichbarkeitsresultate gewinnen lassen. Bernstein zeigt: Gilt fiir ein unter Addi-
tion abgeschlossenes System S von Mengen der Multiplikationssatz, d.h. die
Aussage |M? | = IM| fiir alle M € S, so sind die Elemente des Systems bzgl. ihrer
Michtigkeit vergleichbar, d.h. es gilt IM| < IN| oder IN| < IMI| fiir alle Ele-
mente M und N von S [Bernstein 1905, §4]. Bernstein verwendet im Beweis im-
plizit das Auswahlaxiom. Dennoch bildet sein trickreiches Argument dann das
Herzstiick im Beweis des Satzes von Bernstein-Tarski [Tarski 1924 ], dass nim-
lich der Multiplikationssatz das Auswahlaxiom impliziert (vgl. hierzu B 12 und
C4).

B6. Die Hausdorff-Formel und eine Regularititsbehauptung (1904)

Im Zusammenhang mit Bernsteins Riickgriff auf einen miindlichen Beweis
des Multiplikationssatzes fiir Wohlordnungen ist weiter die erste mengentheo-
retische Arbeit von Felix Hausdorff ,,Der Potenzbegriff in der Mengenlehre®
aus dem Jahr 1904 interessant. In dieser skizzenhaften Arbeit mit dem Untertitel
»aus dem Sprechsaal“ behauptet Hausdorff die sog. Regularitit von Nachfolger-
Alephs. Diese Behauptung ist, wie schnell zu zeigen ist, mit dem Multiplikati-
onssatz fiir Wohlordnungen gleichwertig. (Zum Beweis der Regularitit muss
zusitzlich zum Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen auch das Auswahlaxiom
verwendet werden.) Hausdorff braucht die Regularitit zum Beweis seiner
y,Hausdorff-Formel“ der Kardinalzahlarithmetik. Sie stellt eine falsche Behaup-
tung aus der Dissertation von Bernstein richtig, die ihrerseits zu dem falschen
Beweis der Nichtwohlordenbarkeit des Kontinuums gefiihrt hat, den Julius
Konig 1904 auf dem Heidelberger Mathematikerkongress zur grofien Aufre-
gung seiner Horer - unter ihnen Cantor - vortrug. Hausdorff scheint hier, wie
Bernstein in seiner Dissertation, den Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen
aus dem Cantorschen Munde zu tibernehmen.

Hausdorff reicht keinen vollstindigen Beweis der Hausdorff-Formel, d.h. keinen Be-
weis der nur behaupteten Rgularitit von Nachfolger-Alephs nach. In [ Hausdorff 1908 ]
gibt er ohne Beweis und ohne Referenz ,,die Alefgleichung (04 = [ “ als Begriindung fiir
die Regularitit von g, ; an. In seinem Buch von 1914 wird die Regularititsbehauptung
dann unmittelbar nach einem ausfiihrlichen Beweis der Alephgleichung - gleichwertig:

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



100 2. Abschnitt  Zur Geschichte der Mengenlehre

des Multiplikationssatzes fiir Wohlordnungen - bewiesen [Hausdorff 1914, p. 129]. Dort
wird zudem in einer Anmerkung ausdriicklich Hessenberg als derjenige genannt, der den
Multiplikationssatz 1906 zuerst bewiesen hatte. Hausdorffs eigene Arbeit von 1904 bleibt
unerwihnt.

Im Jahr 1904 zeigt Zermelo den Wohlordnungssatz, und damit wird der Mul-
tiplikationssatz fiir Wohlordnungen (oder die Regularitit von Nachfolger-
Alephs) gleichwertig zum vollen Multipliaktionssatz fiir alle Mengen. Die nackt
im Raum stehende Verallgemeinerung von Cantors Satz IN1? = IN| auf alle
wohlgeordneten unendlichen Mengen - und mit Zermelos starkem Resultat da-
mit dann sogar auf alle unendlichen Mengen - sehnte sich nun in zunehmendem
Mafie nach einem richtigen mathematischen Gewand, einem lupenreinen Argu-
ment.

Bemerkenswert am Duo [ Zermelo 1901 ] und [ Hausdorff 1904 ] ist, dass elementare
Fragen der Kardinalzahlarithmetik in den mengentheoretischen Erstlingen der beiden
wichtigsten Erforscher der Mengenlehre nach Cantor eine zentrale Position einnehmen.

B7. Jourdains Versuch (1904) und Harwards Beweis (1905)

Jourdain hatin einer im ,,Philosophical Magazine“ 1904 ver6ffentlichten Arbeit
versucht, den Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen zu beweisen [ Jourdain
1904b, p.298 -300]. Er beschreibtaber letztendlich das Problem nur, und beweist
gar nichts (vgl. auch B4). A.E. Harward war es dann, ein mathematischer Aufien-
seiter mit bislang unaufgel6sten Initialen, der, von Indien aus agierend und auf der
vergleichsweise recht diinnen Wissensgrundlage von Russells ,,Principles of Ma-
thematics® von 1903 und Jourdains Artikelpaar im ,,Philosophical Magazine® von
1904 stehend, einen ersten vollstindigen Beweis des Multiplikationssatzes fiir
Wohlordnungen geben konnte. Harward verwendet den Wohlordnungssatz dhn-
lich wie Cantor als ,,Quasiaxiom®, und erhilt so den vollen Multiplikationssatz.

Harwards Arbeit ,,On the transfinite numbers“ von 1905 ist eine klar geschrie-
bene Einfiihrung in eine informal-axiomatische Mengenlehre. Harward formu-
liert ein Ersetzungsaxiom, und begriindet wie Cantor in seinen spiten Briefen
den Wohlordnungssatz durch Abzihlen einer Menge entlang der Ordinalzahlen:
Dieses muss irgendwann enden, da sonst die Menge gleichmichtig zur echten
Klasse der Ordinalzahlen wire. Weiter zeichnet sich die Arbeit durch eine grofie
Sicherheit und Originalitit in der Ordinalzahlarithmetik aus, und der Beweis des
Multiplikationssatzes fir Wohlordnungen beruht auf feinen arithmetischen Be-
obachtungen. Das Argument verwendet allerdings versteckt das Auswahlaxiom
(vgl. C7). Diese Schwiche ldsst Harwards Beweis des Multipliaktionssatzes fiir
Wohlordnungen aus heutiger Sicht zweitrangig erscheinen. Doch:

In einem Anhang, innerhalb einer Kritik des Arguments von [ Jourdain
1904b], skizziert Harward noch einen zweiten Beweis, und schligt hier genau
die Aufzihlung der Hilfte eines diagonal halbierten Quadrats tiber einer wohl-
geordneten Achse vor, die Hausdorff 1914 als eine Vereinfachung der Jourdain-
schen Konstruktion von 1908 wiederentdecken wird. Harward schreibt iiber
seine beiden Beweise im Anhang seiner Arbeit von 1905:
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Harward (1905): ,In order to complete the proof on the lines indicated by Mr. Jourdain,
it is necessary that some rule or formula [analog zur Cantorschen Paarungsfunktion
fiir N?] should be given by which the required correlation can be established once for
all. AsI could not succeed in constructing such a formula, I adopted a different method
of proof [gemeint ist der im Hauptteil der Arbeit dargestellte Beweis].

I have recently discovered that by a slight modification of Mr. Jourdain’s method a
simple and rigorous proof can be obtained...“ [Harward 1905, p. 458, ,Note A“ zu sei-
nem Artikel |

Wir diskutieren die Konstruktion von Harward-Hausdorff in B 10. Harward
unterscheidet allerdings zeittypisch nicht genau zwischen dem ungeordneten
Paar { 0, B} und dem geordneten Paar (a, ), was aber der Sache und der klaren
Skizze der Konstruktion und Beweisidee keinen Abbruch tut.

Es ergibt sich ein bemerkenswerter Zirkel: Jourdain, der Harwards Arbeit mit
dem Autor diskutiert hat [vgl. Harward 1905, p. 439], kennt Harwards zweiten
Beweis, stellt aber 1908 seinen eigenen endlich richtigen Beweis ins Rampen-
licht, den Hausdorff 1914, ohne Kenntnis des Artikels von Harward, zum zwei-
ten Harwardschen Beweis resimplifiziert! Jourdain hat in seinem Artikel von
1908 sehr unsauber auf Harwards Leistung hingewiesen, er diskutiert den Arti-
kel zusammen mit Details seiner eigenen fritheren Arbeiten, anstelle klar anzu-
geben, dass und wie Harward den Beweis vor ihm gefiihrt hat.

Gregory H. Moore hat 1976 in einer Notiz auf die alleine schon aus rein axio-
matischer Hinsicht bemerkenswerte Arbeit von Harward hingewiesen, und ihre
Vernachlissigung als ein ,establishment“-Phinomen interpretiert: ,Harward
[1905] contained the core of what could have been a worthwile axiomatization of
set theory. Nevertheless, his paper provoked no public response, even from Jour-
dain who had suggested changes in it prior to publication. This silence was partly
due to the fact that Harward was a self-confessed amateur vis-a-vis set theory ...«
[Moore 1976].

Auch nach Moores (nicht gerade an auffilliger Stelle veréffentlichtem) Hinweis blieb
Harwards Beitrag zur Fundierung der Mathematik oder zum Multiplikationsproblem in
(fast?) allen alten wie neueren mathematischen wie historischen Texten zur Mengenlehre
vollkommen unbeachtet ([ Deiser 2004 ] leider eingeschlossen, in guter Gesellschaft mit
zum Beispiel [Hausdorff 2002, p.33 und p. 597f]). Die folgende Geschichte des Satzes
liest sich dann auch, als hitte es Harwards Artikel von 1905 gar nicht gegeben.

B8. Hessenbergs erster Beweis des Satzes (1906)

Unabhingig von Harward gelang Hessenberg ein Beweis des allgemeinen Ad-
ditions- und Multiplikationssatzes durch ein einfaches, hiibsches und heute fast
vergessenes Argument, das die sogenannte Cantorsche Normalform [ Cantor
1897, § 17] fir Ordinalzahlen verwendet. Der Beweis erstreckt sich tiber die
§§75-77 der ,,Grundbegriffe“ [Hessenberg 1906].

Die Cantorsche Normalform ist, cum grano salis, die N-adische Darstellung
transfiniter Zahlen. Ganz so, wie sich natiirliche Zahlen eindeutig in der Form
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10" Gy + 10™ Chy + ... + 10™ Oy

schreiben lassen mit natiirlichen Zahlenn; >n, >...>n; =0, 1 <a;<9, lassen sich
Ordinalzahlen eindeutig in der Form

NGy o+ Ny + ...+ N% [y

schreiben mit (endlich vielen!) Ordinalzahlen a; >a, > ... > 0oy =0, und Koeffizi-
enten a; € N - {0 }. Hierbei ist N® = " die von Cantor definierte Ordinalzahlex-
ponentiation zur Basis N (vgl. C5).

Hessenberg bringt zwei Ordinalzahlen in ihre Cantorsche Normalform, und
definiert dann die von ithm sogetaufte natiirliche Summe der beiden Zahlen wie
folgt. Er addiert zuerst paarweise die in den Normaldarstellungen auftretenden
Glieder mit gleichen Exponenten. Diese Summen haben also die Form N [h;
oder N% [{a; +b;) oder NP [b;. Anschliefend summiert er alle diese Einzeladdi-
tionen zu einer neuen Normalform auf (d.h. die gréfieren Glieder kommen zu-
erst). So verschmelzen zwei Ordinalzahlen zu einer neuen. Betrachtet man die
Operation, so sieht man schnell, dass immer nur endlich viele Paare dasselbe Er-
gebnis dieser Verschmelzung hinterlassen. Der Prozess ist also ,fast” injektiv.
Zudem liegt die natiirliche Summe recht nahe am Maximum der beiden Sum-
manden. Hessenberg gewinnt aus diesen Beobachtungen dann relativ leicht den
Additions- und Multplikationssatz fiir Wohlordnungen, und mit Hilfe des Zer-
meloschen Wohlordnungssatzes folgen die uneingeschrinkten Versionen. (Wir
geben in C5 eine Vereinfachung dieses ersten Hessenbergschen Beweises.)

Hessenberg hat Bernsteins Andeutungen iiber einen Cantorschen Beweis des Satzes
nicht unkommentiert gelassen. Sowohl im Vorwort seines Buches als auch am Ende des
Beweises des Multiplikationssatzes spricht er von einer ,,Mitteilung“ von Felix Bernstein,
derzufolge das Resultat bereits von Cantor bewiesen worden war [ Hessenberg 1906, p. IV
und Ende § 77]. Hierbei ist nicht klar, ob sich Hessenberg lediglich auf die Bernsteinsche
Dissertation bezieht oder ob es eine zusitzliche Korrespondenz mit Bernstein hieriiber
gab. (Ersteres erscheint wahrscheinlicher.) Im Vorwort schreibt er tiber diese Mitteilung
von Felix Bernstein:

»Ob der in dieser Mitteilung fliichtig skizzierte Beweis derselbe ist, den ich hier [in §§ 75
- 77 dieser Abhandlung] darstelle, vermag ich nicht zu beurteilen.®

Dass die Beweisidee dieselbe ist, erscheint nicht unmoglich, da alle Zutaten des Hes-
senbergschen Beweises Cantorsche Eigengewichse sind, allen voran die Normaldarstel-
lung transfiniter Zahlen. Wahrscheinlicher ist aber, dass Cantor einen Beweis gesehen
hatte, der enger mit der Argumentation von Harward und Jourdain verwandt ist.

Weiter spricht Hessenberg von einem ,,wesentlich verschiedenen® Beweis des Satzes,
der ihm ,,in jiingster Zeit“ von Ernst Zermelo mitgeteilt worden sei, und demnichst ver-
offentlicht werde [Hessenberg 1906, Ende §77]. Wie Cantors Beweis hat auch Zermelos
Beweis nie das Licht der Welt gesehen. Im Hinblick auf die Arbeiten und Argumente von
Zermelo aus dieser Zeit ist der Zermelosche Beweis vermutlich dem Zornschen Beweis
des Satzes ihnlicher als den Beweisen von Hessenberg und Jourdain.
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B9. Hessenbergs zweiter Beweis des Satzes

Hessenberg hat 1907 noch einen zweiten arithmetischen Beweis des Multipli-
kationssatzes gegeben, der die Cantorsche Normalform nicht verwendet, dafiir
aber von der feinen Dynamik der Ordinalzahlexponentiation in anderer Weise ge-
braucht macht. Die Exponentiation wurde von Cantor 1897 [Cantor 1897, § 18]
eingefiihrt, und hat Ruhm erlangt als erstes Beispiel einer Definition durch trans-
finite Rekursion. Hessenbergs Beweis benutzt jedoch eine dquivalente rekursions-
freie Definition der Exponentiation, die auf Hausdorff zuriickgeht. Modulo dieser
Definition ist der zweite Hessenbergsche Beweis dann sehr einfach zu fithren.
(Wir geben diesen Beweis in C6.)

Ziel ist es zu zeigen, dass unendliche Kardinalzahlen abgeschlossen unter Ordinalzahl-
multiplikation sind, dass also a [B <k gilt fiir alle o, B < k, wobei K eine unendliche Kardi-
nalzahl ist. Hierfiir verwendet Hessenberg die Abschitzung a [B < 2¢ (2P = 29+F < 2%,
(Dass o + B <k gilt, ist einfach zu sehen.) Die Behauptung folgt nun einfach daraus, dass
fiir unendliche Kardinalzahlen 2 = k gilt. (2 ist hier die Ordinalzahlexponentiation,
nicht die identisch notierte Kardinalzahlexponentiation, fiir die immer 2° > k gilt.) Fiir
den Beweis dieser Aussage verwendet Hessenberg die rekursionsfreie Hausdorff-Hessen-
berg-Darstellung der Ordinalzahl-Exponentiation: Er braucht, dass die Michtigkeit des
Ergebnisses der Exponentiation 2% nur von der Michtigkeit von o abhingt, was aus der
rekursiven Definition von 2% im Gegensatz zur Hausdorff-Hessenberg-Darstellung nicht
unmittelbar hervorgeht.

Schoenflies skizziert die beiden Hessenbergschen Beweise von 1906 und
1907 im zweiten Teil seines ,,Berichts“ [ Schoenflies 1908, p. 13f.]. In seiner
Neufassung des ersten Teils von 1913 findet sich nur noch der erste Beweis
[Schoenflies 1913, p. 131ff.]. Das schone Argument der Arbeit von 1907 gerit
in Vergessenheit.

B10. Jourdain (1908), Hausdorff (1914), und der heute iibliche Beweis

Zwei Jahre nach Hessenberg veroffentlicht Philip Jourdain einen weiteren Be-
weis des Multiplikationssatzes. Er bildet die Grundlage fiir Hausdorfts Beweis in
den ,,Grundziigen der Mengenlehre® von 1914, der, wie erwihnt, mit Harwards
zweitem Beweis von 1905 zusammenfillt. Hausdorff bezeichnet Hessenbergs
Beweis von 1906 in einer Anmerkung als ,,umstindlich“ [ Hausdorff 1914, p.
456], was auf die Darstellung zutrifft, aber nichtauf den Beweis selber. Der heute
iibliche Beweis des Satzes folgt der Harward-Hausdorffschen Argumentation,
und unterscheidet sich von ihr nur durch etwas bessere Feinmechanik und lauft
dadurch etwas glatter; er ist Allgemeingut und mit keinem weiteren Namen ver-
bunden (aufier dass die im Beweis implizit konstruierte Funktion manchmal als
Godelsche Paarungsfunktion bezeichnet wird, vgl. C3). Alle Beweise verwenden
wie Hessenberg Ordinalzahlen, wobei die benutzten arithmetischen Operatio-
nenim Lauf der Zeit immer einfacher werden - Jourdain verwendet noch die Ad-
dition von Ordinalzahlen, der heutige Beweis kommt mit der trivialen Operation
der Maximum-Bestimmung zweier Elemente einer Wohlordnung aus. Die
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Kernbeobachtung ist, dass aus einer Wohlordnung einer Menge M sehr einfach
eine Wohlordnung von M x M konstruiert werden kann, und dass dies zudem in
einer fortsetzbaren Weise geschehen kann: Wird die Wohlordnung von M ver-
lingert zu einer Wohlordnung von M, so ist die konstruierte Wohlordnung auf
M x M ein Anfangsstiick der Wohlordnung auf M' x M'. Mit Hilfe dieser Fort-
setzungseigenschaft zeigt man dann, dass in vielen wichtigen Spezialfillen die
Wohlordnung auf M x M ordnungsisomorph zur Wohlordnung auf M selbst ist.
Dies zeigt den Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen, und wie bei Hessenberg
folgt das allgemeine Ergebnis unter Heranziehung des Zermeloschen Wohlord-
nungssatzes. Und erst fiir diesen letzten Schritt wird das Auswahlaxiom verwen-
det.

Diese Schliisselidee lisst sich ohne Arithmetik umsetzen, und der Bewesis lisst
sich daher rein mit Hilfe des Wohlordnungsbegriffs bequem fiihren; es ist nicht
notwendig mit Ordinalzahlen zu arbeiten, nicht einmal aus Notationsgriinden.
(Wir geben einen derartigen Beweis in C3.) Andererseits wird die zugrundelie-
gende Arithmetik nicht wirklich eliminiert, sondern lediglich verborgen: Die
konstruierten Wohlordnungen sind immer einfach definierbare wohlgeordnete
Summen von Wohlordnungen, und damit letztendlich arithmetischer Natur.

Cantors Diagonalaufziblung, definierbar
als Polynom oder durch Vergleich der
Koordinatensumme. Letzteres fiibrt
zu fourdains allgemeiner Konstruktion.

7

Die lexikographische Harward-Hausdorff-  Einweben des unteren Dreiecks
Woblordnung des linken oberen Dreiecks fiibrt zur beute iiblichen Aufziblung des
des Quadrats iiber einer woblgeordneten Achse Quadrats iiber einer woblgeordneten Achse.

Hessenbergs Woblordnung iiber natiirliche Summen lisst sich nicht leicht visualisieren.
Ebenso ergiibe Jourdains Konstruktion von 1908 ein recht kompliziertes Diagramm.

Allen Konstruktionen der einfachen Wohlordnung auf M x M liegt eine Varia-
tion der Cantorschen Diagonalaufzihlung von N x N zugrunde. Jourdain
schreibt in der Einleitung seines Artikels [ Jourdain 1908 ]: ,In order to prove
that 00, (10, = 0, where yis any (finite or transfinite) ordinal number, we shall ge-
neralise Cantor’s [ ...] method of proving that 0, [0, = 0,.“ Jourdain gibtin ei-
ner Fufinote die Cantorsche Bijektion f: N* — N als Polynom an, jedoch kommt
es ihm hier nur auf die induzierte Ordnung der Elemente von N’ untereinander
an: Will man (a, b) und (c, d) e N’ bzgl. der Diagonalaufzihlung miteinander
vergleichen, so ist es nicht notig, f(a, b) und f(c, d) auszurechnen und diese
Werte miteinander zu vergleichen. Denn es gilt: (a, b) < (c, d) genau dann, wenn
a+b<c+d oder a+b=c+dundzudem a <c. Die Wohlordnung der Diagonal-
aufzihlung kann geradezu in dieser Weise definiert werden, und diese Definition
liefert dann, wie Jourdain erkannt hat, eine Wohlordnung von y X yfiir beliebige
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Ordinalzahlen y: Seien (a, B), (o', ') € y X Y. Dann setzen wir: (a, B) < (o', B'),
fallso + B <o + ' oder falls o + B =o' + B’ und o < a'. Jourdain zeigt nun, dass
diese Wohlordnung von y x yordnungsisomorph zu y ist, falls y eine unendliche
Kardinalzahl ist. Damitist |y x yl = |yl fiir unendliche Kardinalzahlen y. Der all-
gemeine Multiplikationssatz folgt dann wie bei Hessenberg mit Hilfe des Wohl-
ordnungssatzes von Ernst Zermelo.

Jourdains Beweis beruht also auf einer direkten Verallgemeinerung eines die
Cantorsche Diagonalaufzihlung von N* definierenden Vergleichskriteriums.
Jourdains Konstruktion besitzt allerdings die oben erwihnte Fortsetzungseigen-
schaft nicht in voller Allgemeinheit. Dies ist anders bei der Harward-Hausdorff-
Konstruktion, welche — bei Harward und Hausdorff mit Ordinalzahlen, hier in
der Sprache der Wohlordnungen formuliert - aus einer Wohlordnung auf M
eine Wohlordnung nicht auf M?, sondern auf { (a,b) | a,be M, a<b} erzeugt,
also auf ,,dem linken oberen Dreieck” von M x M: Die Elemente dieser Menge
werden lexikographisch geordnet, zunichst nach ihrer zweiten Komponente,
und bei gleicher zweiter Komponente nach der ersten. Das gleichmifiige Einwe-
ben der analogen Ordnung auf dem anderen Dreieck von M x M (unter Ein-
schluss der Diagonalen) fiihrt zur heute iiblichen ,kanonischen® Wohlordnung
auf M x M, und verkiirzt den Beweis um einen oder zwei Hilfssitze (vgl. C 3;
Hausdorff muss zusitzlich zeigen, dass das ,,obere linke Dreieck” von M x M
gleichmichtig zur ganzen Menge M x M ist fiir unendliche Mengen M).

B11. Problembewusstsein und Reaktionen

Es scheint, dass der allgemeine Multiplikationssatz nie ,offiziell“ als offenes
Problem formuliert worden ist. Cantor selbst konzentrierte sich auf Mengen der
Michtigkeit von N und R, und trug mit dem Kontinuumsproblem - ob nimlich
jede unendliche "Teilmenge von R die Michtigkeit von N oder die von R selbst
habe - schwer genug auf den Schultern. Aus der Bemerkung in Bernsteins Disser-
tation geht aber hervor, dass sich Cantor mit dem Multiplikationssatz fiir Wohl-
ordnungen zumindest gedanklich auseinandergesetzt hat. Auch zur Jahrhundert-
wende standen die Michtigkeiten von N und R noch immer im Rampenlicht des
Interesses. Als eine Menge noch grofierer Michtigkeit als R wurde die Menge F
der reellwertigen Funktionen untersucht, und allgemein zeigte Cantors Diagona-
largument von 1891, dass die Menge aller Funktion einer Menge M in sich selbst
immer grofiere Michtigkeit hat als M selbst [siehe etwa Schoenflies 1900, p. 26].
Aber selbst eine Aussage wie |F?| = IF| findet sich zum Beispiel im Bericht von
Schoentlies von 1900 nicht. (Wir beweisen diese Aussage elementar in Abschnitt
C3.) Man rang noch mitrelativ kleinen, erdnahen Michtigkeiten, fiir die Beschif-
tigung mit astronomischen Grofien war es noch etwas zu friih. Als grofie in voller
Allgemeinheit noch zu bewiltigende Aufgaben diskutierte man das Wohlord-
nungsproblem und das Problem der Vergleichbarkeit von Mengen, daneben
machten aber auch die kleinen wiederum erdnahen Dinge grofiere Schwierigkei-
ten, etwa die Frage, ob eine nach der Michtigkeit von N nichstgrofiere Michtig-
keit existiere: ,Der einzige Fortschritt [im Kontinuumsproblem] ist der, dass man
inzwischen wenigstens eine bestimmte Menge als zweite [unendliche ] Michtig-
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keit zu definieren gelernt hat.“ So schreibt Schoenflies zur Jahrhundertwende

[eb., p.27].

Selbst von einer ,,zweiten Michtigkeit” wie im Zitat von Schoenflies konnte man streng
genommen nur fiir die wohlordenbaren Mengen sprechen: Die ,,bestimmte Menge®, sa-
gen wir A, war wohlordenbar, aber man wusste nicht in voller mathematischer Klarheit,
dass |Al < IMI gilt fiir alle Mengen M mit IN| < |MI. Man sah die Giiltigkeit dieser
Aussage fiir wohlordenbare M. Der allgemeine Fall benétigt eine weit tiber die Mengen-
lehre ohne Auswahlaxiom hinausgehende abgeschwichte Form des Wohlordnungssatzes,
und erst Zermelos Arbeiten im ersten Jahrzehnt des 20. Jahrhunderts schalteten in diesem
Gewolbe voller verwirrender Fragen das Licht an. In einer Bemerkung im zweiten Teil
des Berichts geht Schoentflies auf dieses Problem der zweiten Michtigkeit ein: ,,Erst dieser
Satz [der Vergleichbarkeit von Mengen ] wiirde uns das Recht geben, 0, [oben A ge-
nannt] als die zweite Michtigkeit zu bezeichnen... Freilich hat der Sprachgebrauch sich
lingst an diese Bezeichnung gewdhnt. Er ist aber ohne den obigen Satz nicht gestattet.”
[Schoenflies 1908, p. 32].

Zwischen Cantors letzter bedeutender mengentheoretischer Arbeit von
1897 und bis zum wirkungsvollen Auftreten von Zermelo und Hausdorff 1904
fehlte schlichtweg ein kreativer und jugendlich-kraftvoller mathematischer
Kopf ersten Ranges, der von Cantor den stilsicheren Umgang mit den neuen
transfiniten Zahlen geerbt hitte. Aus mathematischer Sicht machte erst Haus-
dorffs allgemeine Untersuchung linearer Ordnungen ab 1906 die Definition
von komplizierteren Ordnungen durch verschiedenste Vergleichskriterien zur
handwerklichen Selbstverstindlichkeit, und Hausdorff war es dann auch, der
1914 den ersten vollstindig ausgefithrten Beweis zu Papier brachte, der noch
heute in Darstellung und Inhalt gleichermafien tiberzeugt.

Interessant ist, die Reaktionen auf die Losungen des Multiplikationsproblems
zu verfolgen. In seinem Bericht von 1900 erwihnt Schoentflies ein allgemeines
Multiplikationsproblem nicht. Im zweiten "Teil des Berichts [ Schoenflies 1908],
beklagt er das Fehlen eines ausfiihrlichen Beweises dessen, was Bernstein in sei-
ner Dissertation nur andeutet (siehe das Zitat in B5 oben). Anschliefiend refe-
riert er die beiden Beweise von Hessenberg von 1906 und 1907. (Harwards Be-
weis dringt, wie erwihnt, in die mathematische Fachwelt gar nicht ein.) In der
umgearbeiteten Fassung des ersten Teils aus dem Jahre 1913 schreibt Schoentflies
zum Hessenbergschen Resultat und zum Beweis von Jourdain:

Schoenflies (1913): ,Es liegt sehr nahe, diese Methode [der Diagonalaufzihlung von N?]
auf beliebige Alephs zu tibertragen. Tatsichlich hat die Formel [der Multiplikations-
satz fiir wohlgeordnete Mengen ] deshalb auch stets als richtig gegolten, ehe man ei-
nen prizisen Beweis fiir sie besessen hat. Ph. Jourdain war der erste, der den Cantor-
schen Grundgedanken in ausfiihrlicher Darstellung auf den Fall beliebiger Alephs
ausgedehnt hat... Einen rein arithmetischen Beweis hat Hessenberg geliefert...“

Das ,stets“ kann sich hier doch wohl nur auf die Zeit nach der Bernstein-
schen Dissertation beziehen, bezeichnet also lediglich einen Zeitraum von fiinf
Jahren bis zur endgtiltigen Losung des Problems 1906: Eine wichtige Formel,
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die als richtig gilt aber noch nichtvollstindig bewiesen ist, sollte in einem Bericht
wie dem Schoenfliesschen von 1900 irgendwo notiert sein. Ergebnisse wie

IN*I = INI, IRxNI = IRI, IR"l = IRI

werden dortausfiihrlich diskutiert; fiir die Menge F aller Funktionen von R nach
R findet sich die Relation IR1 < |FI, aber die Frage |F*| = |F| wird ebensowe-
nig erwihnt wie eine allgemeine Multiplikationshypothese fiir Mengen oder
auch nur fiir wohlordenbare Mengen.

Das Multplikationsproblem scheint also in den beiden letzten Jahrzehnten
des 19. Jahrhunderts nur halbbewusst gewesen zu sein ; eine grofiere Rolle spielt
es erst seit der Dissertation von Felix Bernstein 1901. Die Tatsache, dass Hessen-
berg sein Resultat im knappen Vorwort seines Buches von 1906 ausfithrlich dis-
kutiert, und die Besorgtheit von Jourdain um einen kleinen Platz in der Ge-
schichte, die aus seinen Arbeiten herauszuhoren ist, weisen darauf hin, dass man
sich tiber die Bedeutung des nun vollig bewussten Problems und seiner Losung
sofort im klaren war. Eine ungewohnliche Zwischenstufe in der Geschichte bil-
den die Bemerkungen von Bernstein iiber Cantors Einsichten in das Problem.

Die Nachwelt griff ab [Hausdorff 1914] den Beweis von Harward-Hausdorff
mit Referenzen an Jourdain auf, unwissend um Harwards Prioritit. Wie er-
wihnt, gilt Hausdorff die Hessenbergsche Argumentation als umstindlicher. Es
mag sein, dass sich der Beweis nach Harward-Hausdorff in den ,,normalen® auf
Kompaktheit ausgerichteten Aufbau eines Textes oder einer Vorlesung zwanglo-
ser einfiigt ; die Autoritit von Hausdorffs ,,Grundziigen der Mengenlehre®
spielte aber sicher eine Rolle im Selektionsprozess ,,survival of the fittest proof*.
Man darf vermuten: Hitte Cantor selber den ersten Hessenbergschen Beweis
gesehen und ihn als einfaches Korollar zu seiner Normalform notiert [etwa in
Cantor 1997, §19], wire das Argument heute ein bekannter mengentheoreti-
scher Klassiker.

Ein bemerkenswertes historisches Detail in der Rezeptionsgeschichte des Multiplikati-
onssatzes ist, dass in der ,Einleitung in die Mengenlehre“ von Abraham Fraenkel [ Fraen-
kel 1928] das Multiplikationsproblem und seine Lésung nicht behandelt werden. Das
Buch von Fraenkel richtet sich zwar an einen weiteren Leserkreis als die Uberblicksartikel
von Schoentflies oder das Buch von Hausdorff, jedoch lieie die Fiille des diskutierten Ma-
terials auf eine Erwihnung des Multiplikationsproblems schliefien. Fraenkels Text glinzt
mit dem umfangreichsten und sorgfiltigsten Literaturverzeichnis der Zeit, die Arbeiten
[Jourdain 1908] und [Harward 1905 ] allerdings fehlen, obwohl Fraenkel fiinf Arbeiten
von Jourdain zwischen 1905 und 1922 auflistet. Das Fehlen des Multiplikationsproblems
bedeutet hier sicher keine mangelnde Wertschitzung, sondern ist eher ein Beleg dafiir,
dass sich das Problem aus einer einfiihrenden Darstellung gut ausklammern lisst - hat
man doch schon genug Miihe, den Lesern Ergebnisse wie |R*| = IRI in ihrer histori-
schen Dimension vor Augen zu fithren. Als Ubungsaufgaben fiir den Leser notiert Fraen-
kel aber immerhin die Michtigkeitssitze |F + Fl = I|Fl und |F xF| = |F| fiir die Menge
F={fIf:R — R} [Fraenkel 1928, p.102 und p. 120].
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B12. Multiplikationssatz und Auswahlaxiom (1924)

Alle Beweise des Multiplikationssatzes verwenden mehr oder weniger direkt
das Auswahlaxiom. Das Auswahlaxiom wird nicht gebraucht, um den Multiplika-
tionssatz fiir wohlordenbare Mengen zu zeigen. Fiir das allgemeine Resultat wird
aber der Zermelosche Wohlordnungssatz herangezogen, der zum Auswahlaxiom
dquivalent ist. Der begrifflich elementare Beweis von Max Zorn verwendet das
Zornsche Lemma, welches ebenfalls dquivalent zum Auswahlaxiom ist.

Es stellt sich die Frage, ob die Verwendung des Auswahlaxioms fiir einen Be-
weis des Multiplikationssatzes unumginglich ist. Dies ist in der Tat der Fall:
Nimmt man zu den um das Auswahlaxiom reduzierten Axiomen der Mengen-
lehre die Aussage des Multiplikationssatzes - quasi als Axiom - hinzu, so ldsst sich
in dieser Theorie das Auswahlaxiom beweisen. Auswahlaxiom und Multiplikati-
onssatz sind also dquivalent (auf der Basis der iibrigen Axiome). Dieses Resultat
wird gewohnlich einer Arbeit von Tarski aus dem Jahre 1924 zugeordnet [ Tarski
19241], jedoch reichen die Vorarbeiten bis in das Jahr 1901 zuriick. Felix Bern-
stein bewies in seiner Dissertation den folgenden Satz [Bernstein 1905, p. 13 11f]:

Satz  (Satz von Felix Bernstein (1905))
Seien M und N Mengen, und es gelte IM x NI = |M + N|. Dann sind die
Michtigkeiten von M und N vergleichbar, d.h. es gilt IM| < IN| oder
INI < IMI

Der allgemeine Vergleichbarkeitssatz stand damals noch nicht zur Verfiigung,
und die Suche nach hinreichenden Bedingungen war eine natiirliche Aufgabe der
Zeit. Bernsteins Argument (vgl. Abschnitt C4) ist hitbsch und kurz, aber nur ver-
meintlich logisch-elementar: Er verwendet versteckt das Auswahlaxiom. (Vgl.
hierzu auch [Schoenflies 1913, p. 47f.], wo das Auswahlaxiom immer noch ver-
steckt eingeht.) Dessen ungeachtet ist der Satz von Interesse, insbesondere auf-
grund der binomischen Formel

(+) T(M+N)’I = IM* + {0,1}xMxN + N?|

Setzt man nimlich den Multiplikationssatz voraus, so kann man das Quadrat links
in (+) weglassen, und die Formel zeigt dann insbesondere IMx N1 < |M +N1. Die
Ungleichung IM + NI < IM x N/ ist fiir Mengen mit mehr als einem Element tri-
vial, und mit Cantor-Bernstein haben wir also IM x N = IM + N | aus dem Multi-
pliaktionssatz abgeleitet. Aus dem Satz von Bernstein folgt nun die Vergleichbar-
keitvon M und N. Soweit findet sich alles bereits in der Dissertation von Bernstein
1901. Leider wird aber das Auswahlaxiom im Beweis des Satzes von Bernstein ver-
wendet. Es ist aber aus dem Beweis abzulesen, dass das Auswahlaxiom nicht ge-
braucht wird, wenn man eine der beiden Mengen M und N im Satz von Bernstein
als wohlordenbar voraussetzt. Gegeben den allgemeinen Multiplikationssatz und
eine beliebige Menge M, wihlt Tarski nun als N eine Wohlordnung, die sich nicht
in M injektiv einbetten lisst. Dass eine derart lange Wohlordnung immer existiert,
hat Friedrich Hartogs 1915 innerhalb der Zermeloschen Mengenlehre ohne Aus-
wahlaxiom (und insbesondere ohne Ersetzungsaxiom) gezeigt [ Hartogs 1915].
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Nun lduft Bernsteins Argument ohne Auswahlaxiom durch, und wir erhalten
IMI <INl oder INI < IMI. Letzteres ist nach Wahl von N ausgeschlossen, also
gilt IMI| < INI. Somit ist M wohlordenbar, da sich M in eine wohlordenbare
Menge einbetten lisst. Dieses Argument liefert also den Wohlordnungssatz aus
dem Multiplikationssatz ohne irgendeine Verwendung des Auswahlaxioms! Wir
geben einen vollstindigen Beweis fiir den Satz von Tarski-Bernstein in C4, der
dem Prinzip der ,historical correctness® verpflichtet ist.

Tarski stellte die sich aufdringende Frage, ob der Additionssatz ebenfalls zum
Auswahlaxiom dquivalentist. Dies ist jedoch nicht der Fall: Der Additionssatz ist
echt schwicher als das Auswahlaxiom (aber dennoch echt stirker als eine Men-
genlehre ganz ohne Auswahlaxiom). Beweise dieses Resultats wurden unabhin-
gig voneinander und mit verschiedenen Methoden von Gershon Sageev sowie
Dan Halpern und Paul Howard gegeben [ Segeev 1975, Halpern / Howard
1976]. Es gibt eine Fiille verwandter Resultate, siche hierzu zum Beispiel [ Jech
1973 ] oder [ Halbeisen / Shelah 2001 ].

B13. Max Zorn: Ein wohlordnungsfreier Beweis (1944)

Max Zorn hat 1935 sein heute nach ihm benanntes Lemma verotfentlicht -
fortan fester Bestandteil im Werkzeugkoffer des Algebraikers -, und es 1944 fiir
einen Beweis des Additions- und Multiplikationssatzes verwendet [ Zorn 1944].
Der Begriff der Wohlordnung kann so ganz vermieden werden, auf Kosten der
Anschaulichkeit und feinen Struktur des Arguments. Der Beweis selbst beruht
auf einer doppelten Anwendung des Zornschen Lemmas. Zunichst wird der Ad-
ditionssatz gezeigt, oder bequemer eine verschirfte Form wie etwa

INxMI = IMI fiir unendliche Mengen M,

aus der der Additionssatz sofort folgt. Anschlieffend gewinnt man den Multipli-
kationssatz, unter Verwendung der Zerlegung von (X 0 Y)? in die vier Teile

XxX, YxY, XxY, YxX.

Beide Schritte benutzen das Zornsche Lemma. Die zugrundeliegenden partiel-
len Ordnungen sind jeweils kanonisch. Sparsambkeit ist hier nicht recht am Ort,
und so spielt es keine Rolle, dass neben dem Satz von Cantor-Bernstein auch
noch der Vergleichbarkeitssatz verwendet wird.

Wir geben einen derartigen logisch-verschwenderischen, aber begrifflich-elementaren
Beweis im iibernichsten Kapitel. Bemerkenswert ist, dass die Moglichkeit eines wohlord-
nungsfreien Beweises in die Standardliteratur der Mengenlehre allenfalls marginal einge-
gangen ist [z.B. in Levy 1979, p. 163 ].
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C. Mathematischer Teil

C1. Approximation an den Satz

Wir schreiben reelle Zahlen in Dezimaldarstellung, wobei wir im zweideuti-
gen Fall die unendliche Darstellung wihlen, die schliefilich konstant die Ziffer 9
aufweist.

Haben wir nun zwei reelle Zahlen im offenen Einheitsintervall I=]0, 1 [,

X=0,aoalaz... und y=0,b0b1b2...
vorliegen, so konnen wir ,im Reissverschlussverfahren® eine neue reelle Zahl
Z=0,aob031b132b2...

bilden. Die so entstehende Abbildung ist zwar nicht surjektiv, aber injektiv, und
somitist |I xII < [Tl, und nach Cantor-Bernstein also I xI| = ITI. Die Funk-
tion tan(2x/T) ist bijektiv von I nach R, und somitist IR xRl = [RI.

Man kann das Reissverschlussverfahren durch den Trick von Julius Kénig ver-
edeln (vgl. B2), und direkt eine Bijektion zwischen I X I und I erhalten:

Ein Block einer reellen Zahl x =b, aj a; a; ... in Dezimaldarstellung ist endliche
Folgea,, a,,1, ... a,, , aus Nachkommastellen mit der Eigenschaft:

a,.1 %20 (fallsn>0), a,=...=2,,,_1=0, a,,, Z0.

Istetwa x=0,02300100034..., so sind 02, 3, 001, 0003, 4 die ersten Blocke von x.
Wir amalgamieren nun zwei reelle Zahlen x, y € I, indem wir Blocke anstelle von
Ziffern im Reissverschlussverfahren aneinanderreihen. Mit x wie eben und
y=0,001078093... mit den Blécken 001,07, 8,09, 3, ... erhalten wir zum Beispiel

0,02 001307 001800030943 ...

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass die so entstehende Abbildung I x I bijektiv auf I
abbildet. Dabei verwenden wir erneut Dezimaldarstellungen, die nicht in 0 ter-
minieren (also etwa 0,4999... anstelle von 0,5 = 0,5000...).

Einen ganz anderen Beweisvon IR xR = R erhilt man wie folgt durch Zu-
sammenschau zweier einfacher Beobachtungen.

Satz  (Vererbungslemma fiir die Multiplikationsregel)
Sei M eine unendliche Menge, und es gelte |M + M| = [MI. Dann gilt
[P(M) x P(M) | = | P(M) 1.

Beweis
Seif-Mx{0} 0 Mx{1} —>MbijektiV.FﬁrXXYeT(M)zsei
g(X><Y)=f[X><{0}|]Y><{1}].Dannistg:’P(M)2 — P(M) bijektiv.

Kardinalzahlarithmetisch notiert sich der Beweis einfach als 2 [2* = 2" = 2. Vgl.
hierzu [ Cantor 1895, §4].
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Wir brauchen nun nur noch eine einfache, aber fundamentale Gleichmichtig-
keit:

Satz  (reelle Zablen als Teilmengen von N)
| Esgile IRI = P(N)I.

Beweis

zu |P(N) | < IRI: Ist X ON, so betrachten wir die reelle Zahlx e [0, 1 [,
deren n-te Nachkommastelle in Dezimaldarstellung 1 ist, falls n e X gilt,
und 0 sonst. Die so entstehende Abbildung ist injektiv.

zu IRI < IP(N)I: Wir zeigen |11 £ | P(N)|. Wir schreiben ein x € I in
Bindrdarstellung x = 0, ag a; a, ... mita, # 0 unendlich oft, und setzen
X ={n I a, =1} Die so entstehende Abbildung ist injektiv.

Als Korollar zu den beiden Sitzen erhalten wir sofort IR xR = IR, denn es
gilt IN + NI = INI. Weiter kann man nun Aussagen wie |F x F| = |F| fir die
Menge F={f|f:R — R}aller reellwertigen Funktionen ableiten: Zunichst gilt
[Fl = P(R) I, wie man leicht zeigt. Die Behauptung folgt nun aus dem Lemma
und der Aussage IR + Rl = IRI.

Es gilt INI < IRl < [FI. Ob jede Teilmenge G von F mit der Eigenschaft IRI < |Gl
gleichmichtig zu F ist, ist eine innerhalb der tiblichen Mathematik ebenso unlésbare
Frage wie das Kontinuumsproblem (also die Frage, ob jedes X O R mit IN| < [ X[ gleich-
michtig zu Rist). Dies folgt aus den Arbeiten von Kurt Godel und Paul Cohen. Man kann
durch geschickte Konstruktion von Modellen der Mengenlehre die Michtigkeiten von R
und F fast beliebig - und unabhingig voneinander - einstellen. Es gilt IR1 = | P(N) | und
IFI = 1P(P(N))| - die Potenzmengenoperation fithrt immer zu grofieren Michtigkei-
ten. Wie michtig der Sprung von einer unendlichen Menge M zu ihrer Potenzmenge
P(M) ist, ist in der tiblichen Mathematik nicht I6sbar. Je nach philosophischer Einstel-
lung ist die Frage nach der wahren Groéfie von P(M) sinnlos oder riihrt, selbst im einfach-
sten Fall P(N), an eines der tiefsten Geheimnisse der Mathematik.

C2. Ein begrifflich elementarer Beweis des Multiplikationssatzes

Wir geben einen einfachen Beweis des Multiplikationssatzes, der keine Wohl-
ordnungen verwendet. Ein erster derartig elementarer Beweis des Satzes findet
sich in [Zorn 1944].

Bereits die Hilfte des Beweises steckt in dem folgenden niitzlichen Hilfssatz.

Satz  (Zerlegung in abziblbar viele gleichgrofSe Teile)
Sei M eine unendliche Menge. Dann existiert eine Menge N mit

IMI = INXxNI.

Beweisidee in einem Satz: Schopfe M aus durch disjunkte Folgen der Linge N,
und sammle dann alle Elemente mit jeweils gleichem Index.
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Beweis
Wir setzen

P ={X | (1) jedesfe Xisteine Injektion von N nach M,
(2) verschiedene f, g € X haben disjunkte Wertebereiche }

Wir ordnen P durch Inklusion: Fir X, Y e P sei X <Y, falls X O Y. Wegen
INI < IMI ist P nichtleer. Das Zornsche Lemma findet Anwendung:

Sei also X maximal in P, und sei M’ = U;_x f[N]. Dann ist M - M’ endlich
aufgrund der Maximalitit von X. Sei also

M-M = {a,...,a,}, wobein=D0.
Wir fixieren ein f € X und definieren g : N — M durch
g(i) = a;,; fir0<i<n, g(i) = f(i-n) firi=n

SeiY=X-{f}) O{g},undsei Yo={f(0) | feY}. Fir(n,x) e NxY,
setzen wir h(n, x) = f(n), wobei f das eindeutige f € Y ist mit £(0) = x.
Dannisth: N xY, — M bijektiv.

Korollar  ((abziblbarer Multiplikationssatz)
I Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IN x M| = [MI.

Beweis
Sei N eine Menge mit IM| = IN xN1. Dann gilt:

INXMI = INx(NxN)I = IN*xNI = INxNI = |M|
Dieser Trick findet sich schon in [ Zermelo 1901]. Vgl. auch [Hausdorff 1914, p. 126]

und die Bemerkung unten in C5 nach dem Beweis des Abgeschlossenheits von Alephs un-
ter Addition.

Wegen IMI| < IM +MI < INxMI = M| haben wir auch gezeigt:

Korollar (Additionssatz)

I Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM + M| = M.
Wir erhalten nun leicht:

Satz  (Multiplikationssatz)

I Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM x M| = IMI.

Beweis
SeiP={f | f: AxA — Abijektiv fiir ein A 0 M }, geordnet durch
Inklusion. Wegen M unendlich und IN x N| = [N ist P nichtleer. Das
Zornsche Lemma findet Anwendung. Sei f also maximal in P, und sei X x X
der Definitionsbereich von f. Dann gilt 1X*1 = 1X1.
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Annabme 1X| < |MI. Dann gilt IX] < |M - XI, denn andernfalls ist
IM-XI<IXIl und IMI=IXOM-X)I <IX+XI=IXI.

Seialso YOM - Xmit Yl = I XI. Wir setzen

Z=X0Y, R=YxYDOXxYOYxX.

Dann gilt:

IRI = 1Y24+2XxY)l = 1Y+ XxYIl = IX?+X?| = IX?| = IXI = IYI

Seig:R — Y bijektiv. Es gilt X x X 0 R = Z x Z, und damit ist die
Funktion f O g: Z x Z — Z bijektiv, im Widerspruch zur Maximalitit von f.
Alsoist 1 X| = IMI, sodass

IMxMI = IXxXI = IXI = IMI.

C3. Ein Beweis mit Wohlordnungen

Aus Wohlordnungen kann man in vielerlei Weise neue Wohlordnungen ge-
winnen. Hier ist eine spezielle Konstruktion von Interesse, nimlich eine natiirli-
che Wohlordnung von W x W, gegeben eine Wohlordnung von W: Wir setzen
fir (a, b), (¢, d) e W?:

(a, b) < (¢, d), falls einer der folgenden drei Fille eintritt:
(i) das Maximum von a und b ist kleiner als das Maximum von c und d,
(i) die Maxima sind gleich und es gilta <c,
(iii) die Maxima sind gleich, es gilta = ¢, und es gilt b < d.

Der Leser zeichne eine Skizze der Ordnung fiir (a, b) e N x N. Vgl. auch das Diagramm
in B10.

Es ist leicht zu sehen, dass W x W hierdurch wohlgeordnet wird (die entste-
hende Ordnung ist eine Summe von Wohlordnungen und damit selbst eine
Wohlordnung). Diese Wohlordnung von W? ist eine sehr natiirliche und allge-
meine Variante von Cantors Diagonalaufzihlung von N?, wobei die Aufzih-
lungslinie hier nichtaus Diagonalen, sondern aus Waagrechten und Senkrechten
zusammengesetzt ist, wie man das ja auch fiir N tun kénnte.

Obige Definition findetsich in dieser Form in [ Godel 1940, Def. 7.8]. Die zugeordnete
Ordinalzahlfunktion I (a, B) = ,,die Linge von { (y, d) | (y, d) <(a, B) } unter der Ordnung
<“ wird zuweilen als Gédelsche Paarungsfunktion bezeichnet. Sie bildet die Klasse der
Ordinalzahlpaare bijektiv auf die Klasse der Ordinalzahlen ab.

Hausdorff und Harward verwenden die lexikographische Wohlordnung auf der Menge
W*={(a,b)e W? la<b} [vgl. Hausdorff 1914, p. 126]. Die sich ergebende ordinale
Paarungsfunktion lisst sich dann arithmetisch einfach notieren als ' (a1, B) = (X, <gy) + 0.
Sie bildet die Klasse der Paare von Ordinalzahlen a, B mit a < 3 bijektiv auf die Klasse der
Ordinalzahlen ab.
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Satz  (Multiplikationssatz fiir woblgeordnete Mengen)
I Ist W eine unendliche wohlgeordnete Menge, so ist IW x W = [W].

Beweis

Annabme nicht. Sei W ein kiirzestes Gegenbeispiel. Dann ist 1 X1 < IW fiir
jedes Anfangsstiick X von W. Wir betrachten W* mit der oben konstruier-
ten Wohlordnung. Da IW| < |W x W1 nach Annahme, ist diese Wohlord-
nung von W linger als die Wohlordnung von W. Sei dann (a, b) e W*
derart, dass das durch (a, b) gegebene Anfangsstiick

U = {(cd) I (c,d)<(a,b)}

von W gleichlang mit W ist. Nach minimaler Wahl von W kann W kein
grofites Element haben (Verlingern einer unendlichen Wohlordnung um
ein Element dndert die Michtigkeit nicht). Also existiert ein ¢ € W mit
a,b <c. Wir betrachten nun das Anfangsstiick X ={a | a<c}von W. Da
a, b <c gilt, ist U ein Anfangsstiick von X?, wobei X* wieder wie oben
wohlgeordnet ist. Dann gilt:

Ul <o IX?1 =4 IXI| < IWI =g 1UI, Widerspruch!

[@: U ist Anfangsstiick von X?. @: jeweils nach minimaler Wahl von W.
®: U und W sind gleichlang. |

Bis hierhin wird das Auswahlaxiom nicht gebraucht. Wir brauchen das Aus-
wahlaxiom aber, um den Multiplikationssatz folgern zu kénnen:

Korollar  (Multiplikationssatz)
I Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM x M| = IMI.

Beweis
Es existiert eine Wohlordnung von M. Der Satz folgt also aus dem obigen
speziellen Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen.

C4. Zur logischen Stirke des Multiplikationssatzes

Beide Beweise des Multiplikationssatzes bemiihen das Auswahlaxiom: Der er-
ste in Form des Zornschen Lemmas, der zweite in der Form des Wohlordnungs-
satzes. In der Tat ist der Multiplikationssatz auf der Basis der anderen Axiome
dquivalent zum Auswahlaxiom, wie wir nun zeigen wollen.

Die Beweisidee fiir dieses Resultat findet sich bereits 1901 in der Dissertation von Felix
Bernstein, einen vollstindigen Beweis gab Alfred Tarski 1924 [Tarski, 1924]. Neben der
Bernsteinschen Arbeit spielt die Arbeit von Friedrich Hartogs aus dem Jahre 1915 eine
wesentliche Rolle. Wir beweisen den Satz in einer Weise, die die historische Entwicklung
nachzeichnet, und dabei nicht wesentlich linger ist als eine kondensierte Version, die der
Leser selber zu verdiinnen hitte. Der Beweis wird getreu der Originalarbeiten ganz in der
Sprache der Wohlordnungen gefiihrt, ohne Verwendung von Ordinalzahlen.
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Satz  (Trick von Felix Bernstein (1901))
Seien M, N Mengen, und es gelte IM x N| < |M + N1. Dann gilt:

IMI < INI oder INI < IMI.

Es handeltsich im einen ,historischen Satz“, da der Beweis des Satzes das Aus-
wahlaxiom verwendet, und die Konklusion des Satzes in der Mengenlehre mit
Auswahlaxiom ja ohne Voraussetzung richtig ist. Wichtig und zeitlos ist hier aber
die Beweisidee:

Beweis
Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir M n N = J an, und
identifizieren M + N mit M O N. Sei dann £ : M xN — M O N injektiv.

1. Fall: Es existiert einx e M mit f[{x} x N] O M.

Wir fixieren ein solches x und setzen g(y) = {(x, y) fir y € N. Dann ist
g: N — M injektiv, also IN| < IMI.

2. Fall: Firallexe MistB(x) ={yeN | f(x,y) e N} #0.
Wir definieren g : M — N wie folgt. Fiir x € M sei
g(x) = f(x,y), wobeiy ein beliebiges Element von B(x) ist.

(Hier wird das Auswahlaxiom verwendet, da wir aus den Mengen B(x)
fiir x e M Elemente auswihlen miissen, um g definieren zu kénnen.)

Dannist g: M — N injektiv, da f injektiv ist, und somitist IM| < IN].
Eine wichtige Beobachtung ist:

Bemerkung
Ist die Menge N wohlordenbar, so wird das Auswahlaxiom im Beweis nicht

gebraucht. Denn wir kénnen dann im 2. Fall die Funktion g definieren
durch

g(x) = f(x, min(B(x))) firx e M,

wobei sich das Minimum auf eine beliebig fixierte Wohlordnung von N
bezieht.

Wir brauchen nun nur noch den Satz von Friedrich Hartogs: Es kann keine
Menge M geben, in die sich alle wohlordenbaren Mengen einbetten lassen. Die
ddmonische Existenz solch einer riesigen, jeder Ordnung spottenden Menge lag
als sporadisch nachwirkendes Kindheitstrauma iiber der frithen noch nicht ana-
lysierten Mengenlehre. Zermelos Wohlordnungssatz zeigte ihre Nichtexistenz,
der Satz von Hartogs zeigte ihre Nichtexistenz sogar ohne Riickgriff auf den
Wohlordnungssatz.
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Satz  (Existenz beliebig grofSer Woblordnungen, Satz von Hartogs (1915))
Sei M eine Menge. Dann existiert eine wohlordenbare Menge W derart,
dass non(IW| < IMI) gilt.

Beweis (ohne Verwendung des Auswahlaxioms)

Sei H die Menge aller Wohlordnungen von Teilmengen von M. (Die leere
Menge gilt als Wohlordnung von [IJ' M, sodass also O € H.) Fiir alle
X,Y € H setzen wir:

X ~Y, falls Xund Y sind gleichlang

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf H. Sei W = H/~. Fiir alle X/~, Y/
~ € W setzen wir

X/~ < Y/~, falls Xistkirzer als Y

Dies ist wohldefiniert und liefert eine Wohlordnung auf W. Fiir jedes

X/~ e Wist das durch X/~ gegebene Anfangsstiick {Ze W | Z < X/~ }
von W gleich { Y/~ | Y ist Anfangsstiick von X }, und hat damit die gleiche
Linge wie X. Die Wohlordnung W kann daher nicht die Linge einer
Wohlordnung X einer Teilmenge von M haben, denn fiir ein solches X ist
X/~ e W und Wohlordnungen sind immer linger als ihre Anfangsstiicke.
Also gilt non(IW1 < IM1), denn eine Injektion f: W — M induziert eine
Wohlordnung der Linge von W auf der Menge f[W] O M.

Hartogs zeigt mit diesem Beweis, dass die Vergleichbarkeit von Mengen den
Wohlordnungssatz, und damit das Auswahlaxiom impliziert: Ist M eine Menge,
so sei W eine Wohlordnung wie im Satz von Hartogs. Mit Vergleichbarkeit gilt
IMI < IWI oder IWI < IMI. Letzteres ist nach Wahl von W nicht méglich.
Also gilt IM| < IWI. M lisst sich also in eine Wohlordnung einbetten, und ist
dadurch wohlordenbar. Weiter zeigt sein Satz:

Hartogs (1915): ,Hiermit ist, ohne das Auswahlprinzip oder die Vergleichbarkeit der
Mengen anzuwenden, der Nachweis gefiihrt, dass es keine Menge geben kann, deren
Michtigkeit grofier ist als die Michtigkeit jeder beliebigen wohlgeordneten Menge.“
[Hartogs 1915, p. 442].

Der Leser vergleiche hierzu eine Fufinote von Schoenflies, die Hartogs hier
moglicherweise im Auge hatte:

Schoenflies (1908): ,Es liegt nahe, Mengen, deren Michtigkeit jedes Aleph tibertrifft [de-
ren Michtigkeit die jeder wohlordenbaren Menge tibertrifft], als widerspruchsvoll zu
betrachten. Aber dies hingt andererseits so enge mit den nicht hinlinglich geklirten
Problemen der Wohlordnung und der Vergleichbarkeit zusammen, dass ich vorziehe,
mich dahin auszusprechen, es liege hier noch eine Liicke der Erkenntnis vor. Immer-
hin scheint es mir zweckmiflig jede Berufung auf die Existenz oder Nichtexistenz der-
artiger Mengen zu vermeiden.“ [ Schoenflies 1908, p.32 f, Fufinote 4].
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Es lag zwar eine Liicke in der Erkenntnis wirklich vor, aber der Beweis von
Hartogs zeigt, dass diese am falschen Ort vermutet wurde - sie hatte nichts mit
der Wohlordnung oder Vergleichbarkeit von Mengen zu tun.

In der heutigen Mengenlehre erscheint die Konstruktion von Hartogs zumeist in der
Form

H(M) = ,die kleinste (von-Neumann-)Ordinalzahl a mit non(lal < IM[)“

Fur die Existenz von o wird das Ersetzungsaxiom gebraucht, das Hartogs weder zur Ver-
fiigung stand noch fiir sein Argument benotigt wird. Dieses Vorgehen ist ein Beispiel fiir
die Verschleierungstechniken eleganter Mathematik.

Wir erhalten nun durch Kombination der Argumente von Bernstein und
Hartogs das Resultat, dass sich aus dem Multipliaktionssatz die Wohlordenbar-
keit jeder Menge und damit das Auswahlaxiom gewinnen lisst [ Tarski 1924]:

Satz  (Bernstein-Tarski: der Multiplikationssatz impliziert das Auswablaxions)
In der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom gilt:

Es gelte IM x M| = IM| fur jede (Dedekind-)unendliche Menge M. Dann
lisst sich jede Menge wohlordnen.

Beweis

Sei M beliebig. Nach dem Satz von Hartogs existiert eine wohlgeordnete
Menge W mit non(I W1| < IMI). Ohne Einschrinkung ist W unendlich.
Dann gilt:

IMxWI < IM*> + MxW + WxM + W?|
(M + W)l = IM+WI

Aus IM x W1 < IM + W1 und der Wohlordenbarkeit von W folgt aber
IMI < IWI oder IWI < IMI nach dem Lemma von Bernstein, ohne
Verwendung des Auswahlaxioms. |W1 < I M| ist aber nach Wahl von W
unmoglich, also gilt IM| < IW1. Also ist M in eine Wohlordnung
einbettbar, und damit ist M selbst wohlordenbar.

Der Trick mit der binomischen Formel findet sich ebenfalls schon in der Dis-
sertation von Bernstein [vgl. Bernstein 1905, p. 132].
Der Beweis zeigt eine lokale Version des Satzes: Gilt

M+ W)l = IM+WI

fiir eine einzige Wohlordnung W, die mindestens so lang ist wie die Hartogs-
Wohlordnung W (M), so ist M wohlordenbar. Im Multiplikationssatz steckt eine
Kraft, die man der schlichten Aussage zunichst wohl gar nicht zutraut. Wie in
Abschnitt B 10 diskutiert, lisst sich dagegen alleine aus dem Additionssatz der
Wohlordnungssatz (oder das Auswahlaxiom) nicht gewinnen.
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C5. Der erste Beweis von Hessenberg

Wir geben den ersten Beweis von Hessenberg, in modernem Gewande und
vereinfacht. Hierzu wird allerdings eine gewisse Vertrautheit mit Ordinalzahlen
und Kardinalzahlen vorausgesetzt, die verwendeten Begriffe sind aber immer
noch elementar. Etwas Ordinalzahlarithmetik vorausgesetzt ist dieser Beweis
sehr kurz, klar und einprigsam, und er adelt zudem die Cantorsche Normaldar-
stellung von Ordinalzahlen mit einer iiberraschenden Anwendung.

Fiir eine Ordinalzahl a sei W(a) ={ B | B Ordinalzahl und B < a} [vgl. hierzu
Hausdorft 1914, p. 104]. Wird die von-Neumann-Definition von 1923 verwen-
det, so gilt W(0a) = a, was wir aber hier, wie Hessenberg und seine Zeitgenossen
1906, nicht brauchen. W(a) wird durch die <-Relation der Ordinalzahlen wohl-
geordnet, und der Ordnungstyp dieser Wohlordnung ist o selbst.

Eine Ordinalzahl K heifit eine Kardinalzahl, falls IW(a) | < IW(k)| gilt fir
alle a < k. Die Kardinalitit einer Ordinalzabl o, in Zeichen lal, ist die eindeutige
Kardinalzahl K mit IW(a)| = IW(k)|. Fiir jede Ordinalzahl o existiert weiter
eine kleinste Kardinalzahl, die grofier als a ist, und diese wird mit a* bezeichnet.
(Zum Beweis der Existenz von a* wird der Satz von Hartogs verwendet.)

Fiir Ordinalzahlen o ist die Ordinalzahl &* rekursiv wie folgt definiert:

W =1
(Dcx +1 - wot [
@ = supg<) @* fiir Limeszahlen A

In dieser Weise hat Cantor die Exponentiation eingefiihrt [ Cantor 1897, §18], und da-
mit das Ur-Beispiel fiir eine transfinite rekursive Definition aufgestellt.

Ordinalzahlen der Form & heifien auch Hauptzablen oder Haupttypen. Die er-
sten Hauptzahlen sind 1, wy S Hauptzahlen o sind charakterisiert
durch die Abgeschlossenheit unter Addition: Sind B, y <0, soist B +y <a.

Analog zu " ist 2%definiert (oder allgemeiner B). Es gilt a < 2% < & fiir alle
Ordinalzahlen a. Weiter gelten die iiblichen Rechenregeln, etwa w” (&P = w0 *F,
()P = P, usw.

Fir den Beweis von Hessenberg brauchen wir die elementare Tatsache, dass
jede Kardinalzahl eine Hauptzahl ist:

Satz  (Abgeschlossenbeit von Alephs unter Addition)
| Seik eine unendliche Kardinalzahl, und sei a, < K. Dann ista + B < K.

Beweis
Es gentigt zu zeigen: Ist A < K ein Limes, so ist A + A < K. Wir schreiben
Ordinalzahlen a in der Form a = L(a) + R(a), mit R(a) e N und L(a)
Limesordinalzahl oder 0. Fiir a < A definieren wir f(a) = L(a) + 2 R(a)
und weiter f(A + a) = L(a) + 2 R(a) + 1. Dannist f: W(A + A) — W())
bijektiv.
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Harward zeigt 1905, dass |w [kl = K| fiir alle Ordinalzahlen gilt, woraus der Additi-
onssatz sofort folgt: Als Limes ist kK = w [P (de facto gilt B = K, was wir aber nicht brau-
chen). Dann gilt |w [kl = |’ (Bl = lw Bl =K.

Es folgt der Additionssatz: Ist IM| = IW(a) 1, so ist
IM+MI = IW(@+a)l < a,

letzteres wegen a + a < a’. Also gilt IM + M| = IW(a) |. Zur Gewinnung eines
o mit IM| = IW(a) | wird der Wohlordnungssatz verwendet.

Der Beweis von Hessenberg beruht nun darauf, dass sich eine eine beliebige
Ordinalzahl eindeutig in endliche Vielfache von Hauptzahlen zerlegen lisst:

Satz  (Cantorsche Normalform, Cantor 1897)

Jede Ordinalzahl y lisst sich in eindeutiger Weise schreiben als
Y = " n+ ...+ @™ Chy,

wobeike N, 1<n<wfirl<i<k o, >a,>...>0,=0.
(Der Fall k = 0 entspricht y=0).

Beweis

Durch eine einfache Induktion iiber alle Ordinalzahlen y, analog zum
Beweis einer Normalform fiir y € N mit Basis 10 statt w.

Cantor hat die Normaldarstellung in [ Cantor 1897, § 19] nur fiir Ordinalzah-
len o aufgestellt, fiir die W(a) abzihlbar ist. Der Beweis von Cantor funktioniert
aber fiir alle Ordinalzahlen a.

Die Darstellung in Normalform lésst kreativen Raum fiir auf den ersten Blick
etwas schrige Varianten der Ordinalzahladdition:

Definition (modifizierte Hessenberg-Summe oder natiirliche Sumsme)
Seien y, 0 Ordinalzahlen, und sei

y = o"n; + ... + w*hy,
O = w'my + ... + & Ony

die gemeinsame Normaldarstellung von yund 6, d.h. wir lassen n; = 0 oder
my; = 0 zu, um eine identische absteigende Folge von Exponenten zu
erhalten; jedoch soll gelten n; # 0 oder m; # 0. Weiter sei f: N> — N die
Cantorsche Diagonalaufzihlung von N’. Dann ist die (nodifizierte)
natiirliche Summe von y und 8, in Zeichen Yy +1; 8, definiert durch

Y+ 0 = " O(n;,my) + ... + ™ H(ny, my).
Hessenberg verwendet die Addition n; + m; anstelle von f(n;, m;), was zum

Verlust der Injektivitit fithrt und unnotige Zugluft fiir die ins Auge gefasste An-
wendung hereinlisst.
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Mit dieser Variation der Hessenberg-Summe sind wir nun aber schon am Ziel:

Satz
| Seia eine Hauptzahl. Dann ist +5 : W(a) x W(a) — W(a) bijektiv.

Beweis
Wir haben +;(y, ) < a fiir alle y, & < @, denn o ist als Hauptzahl abge-
schlossen unter Addition, und damit auch unter natiirlichen Summen.
Bijektivitit folgt aus der Bijektivitit von f und der Eindeutigkeit der
Normalform.

Diese wenigen Zeilen, die aus den Definitionen fliefien, bilden eigentlich den
ganzen Beweis des Multiplikationssatzes.
Mit der tiblichen Methode gewinnen wir hieraus:

Korollar  (Multiplikationssatz)
I Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM x M| = M.

Beweis
Sei o minimal mit IM| = IW(a)! (ein solches o existiert nach dem
Wohlordnungssatz). Dann ist o eine unendliche Kardinalzahl, und damit
eine Hauptzahl. Also gilt IMI = IW(a)l = IW(a) x W(a)l = IM xMI.

C6. Der zweite Beweis von Hessenberg

Hessenberg hat in [ Hessenberg 1907] einen weiteren - recht skurilen - Be-
weis des Multiplikationssatzes gefiihrt, der noch stirker als sein erster Beweis auf
den Subtilititen der Ordinalzahlexponentiation beruht. Wir geben hier eine et-
was vereinfachte Darstellung dieses Beweises.

Wir brauchen wieder die Abgeschlossenheit von Kardinalzahlen unter Addi-
tion und dariiber hinaus einen nicht ganz trivialen Hilfssatz. Dieser besagt, dass
die Michtigkeit der Ordinalzahlexponentiation 2% nur von der Michtigkeit o
des Exponenten o abhingt. Er ergibt sich aus einem bemerkenswerten Satz von
Hausdorff und Hessenberg ([ Hausdorff 1906, Hessenberg 1907]):

Satz  (Rekursionsfreie Darstellung der Ordinalzablexponentiation)

Sei W eine Wohlordnung, und sei F die Menge aller Funktion von W nach
{0, 1}, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschieden sind. Fiir alle
f,g e Fsei

f < g, falls f(x) <g(x), wobei x = ,das W-grofite y mit {(y) # g(y)“

Dann ist < eine Wohlordnung auf F. Ist der Ordnungstyp von W gleich a,
so ist der Ordnungstyp von F gleich 2°.

Aus diesem Satz ergibt sich der benotigte Hilfssatz:
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Korollar
| Seia eine unendliche Ordinalzahl. Dann ist 1291 = 129"},

Beweis
Die Michtigkeit der Menge F des vorangehenden Satzes hingt nur von der
Michtigkeit von W ab.

Der Leser vergleiche die analoge Aussage o[BI = | la| OBI | fir die Multi-
plikation. Sie ist klar, wenn die Multiplikation von Ordinalzahlen tiber das karte-
sische Produkt (und nicht rekursiv) definiert wird.

Das Herzstiick des zweiten Beweises ist nun die folgende Beobachtung:

Satz
| Seik eine unendliche Kardinalzahl. Dann ist 2 = K.

Beweis
Annabme nicht. Sei K die kleinste unendliche Kardinalzahl mit 2% > k.
Offenbar gilt 2“ = o sodass w < K Aufgrund der Stetigkeit der Ordinalzahl-
exponentiation existiert ein transfinites o < K mit 2 2 k. Dann gilt

129 = 2% = k > lal,

im Widerspruch zur minimalen Wahl von K.
Hieraus folgt in einer Zeile:

Satz  (Abgeschlossenbeit von Kardinalzablen unter Multiplikation)
| Seik eine unendliche Kardinalzahl, und sei o < K. Dann ist o [0 < K.

Beweis
| Esgilt altx < 2°12% = 29*% < 2% = k.

Korollar  (Multiplikationssatz)
| Sei M eine unendliche Menge. Dann ist IM x M| = [MI.

Beweis
Sei o eine Ordinalzahl mit IM| = IW(a) | (Wohlordnungssatz). Dann gilt

IMxMI = IW(alh)l <a’.
Also gile IM x M| = IMI.

Warum ist dieser Beweis skuril? Wir brauchen a [& <K fiir a < K, wobei K eine
unendliche Kardinalzahl ist. Es gilt sicher o (b < o [k . Also wiirde die benotigte
Ungleichung aus a [k = K folgen. Der Beweis dieser Aussage macht Schwierig-
keiten. Es ist einfacher 2" = K zu zeigen. Hessenberg zeigt sogar a* = K, was we-
sentlich schwieriger aussiehtals a [k =K, und schliefit das Argument dann mit der
trivialen Rechnung a [ = o” < o = k.
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In der Tat gilt aber, wie Hessenberg zeigt: Ist 2¥ = y fiir eine Ordinalzahl v,
soistaY =y fiiralle 2 < a <y[Hessenberg 1907, p. 136]. Zahlen mit dieser star-
ken Abgeschlossenheitseigenschaft - fir die es fiir die Multiplikation kein Ana-
logon gibt - heifien e-Zahlen. Die Kardinalzahlen bilden eine echte Teilklasse
der e-Zahlen. Thre Untersuchung geht ebenfalls bereits auf Georg Cantor zu-
riick (vgl. [ Cantor 1897, §201].)

Der Witz ist hier, dass wir uns auf eine feste, kleine Basis - namlich 2 - der Ex-
ponentiation zuriickziehen kénnen. Hieran scheitert das Argument, wenn es auf
die Aussage ,,0 [K =K “ angewendet wird. Wir brauchen die Exponentiation zu ei-
ner kleinen Basis, um die Multiplikation in den Griff zu bekommen. Andererseits
kann man die Multiplikation mit dem Linksfaktor 2 verwenden, um die Addition
zu behandeln:

Zweiter Beweis der Abgeschlossenheit von Alephs unter Addition
Wir zeigen zunichst:

(+) Sei K unendliche Kardinalzahl. Dann gilt 2 [k = K.

Annabme nicht. Sei dann K das kleinste Gegenbeispiel. Aufgrund der
Stetigkeit der Multiplikation existiert ein 3 < K mit 2 [ = K. Dann gilt

120011 = 120Bl > K

Also ist IBI ein kleineres Gegenbeispiel, Widerspruch.

Aus (+) folgt: Ist K unendliche Kardinalzahl, und sind a < 3 <K, so ist
la+Bl < IB+Bl = 12081 = 120811 = IBI,

sodass O + 3 <K.

Wir halten schliefilich fest, dass auch ein Exponentiationssatz gilt: Ist a eine
unendliche Ordinalzahl, soist |a®l = la|. Denn es gilt

lal < 1a®l < Q9% = 1297 = 12! = Jal

(Der Beweis verwendet das Auswahlaxiom nicht, im Gegensatz zu einem naiven
Beweis von |0P| = ol durch Induktion nach 1 < B < a, der im Limesschritt die
Regularitit von o verwendet.)

Insgesamt gilt also
la+al = lalbl = la®l = lal fir alle unendlichem Ordinalzahlen a.

Dabei war der Beweis des Exponentiationssatzes nicht mehr schwierig. Das gilt
fiir viele weitere Berechnungen: Der Multiplikationssatz erledigt die einfachen
Fragen der Michtigkeitstheorie.
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C7. Harwards urspriinglicher Beweis

Jourdain hatab 1904 versucht, den Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen zu
beweisen, ohne aber dabei bis 1908 einen klaren Beweis zu Papier zu bringen
[vgl. Jourdain 1904]. Die frithen unvollstindigen Versuche verwenden zudem
das Auswahlaxiom, etwa in Regularititsargumenten der Form sup,, <, B, < wy fiir
abzihlbare ,, n < w Harward hat durch Lektiire insbesondere der Jourdain-
schen Arbeiten von 1904 einen interessanten Beweis gefunden (er verwendet
ebenfalls Regularititsargumente). Wir geben diesen Beweis des Multiplikations-
satzes fir Wohlordnungen in etwas vereinfachter Form. Das folgende Lemma
spielt eine Schlisselrolle:

Satz  (Harwards Ordinalzablpaarung)
| Fiir Ordinalzahlen y, 8 sei H(y, 8) = & (8 + 1). Dann ist H injektiv.

Beweis
Wir halten folgende Beobachtung fiir Ordinalzahlen a, 3, ¢, & fest:

Ista + of =B+wz,soistE=Z.

Ohne Einschrinkung gelte & < {. Dann ist a = B + p fiir ein p < . Also
gilt

A+ =Brof =B+ (p+r) = B+p)+& = a+d,
sodass € = (.

(Die Eigenschaft p + o = & fiir alle p < " ist charakteristisch fiir alle
Hauptzahlen «.)

Sei nun
H(y;, 8)) = " 8 + " = 0”& + 0" = H(y,, &).
Dann isty, = Y, nach obiger Beobachtung, also

W 3+ = WS+ .

Weiter ist dann aber o' 8, = w" &, sodass &, = &,.
Mit diesem Lemma zeigen wir nun:

Beweis des Multiplikationssatzes fiir Wohlordnungen
Wir zeigen durch Induktion fiir alle Ordinalzahlen o 2 w simultan die
folgenden Aussagen:

@ la’l = lal

(i) 1ol = lal
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Der Fall a = wund der Nachfolgerschritt sind klar, da
lo* ' = lal = WP = lwPBl = lal,
wobei lal =w [B.

Sei also a ein Limes.

zu (i): Die Aussage folgt aus der 1. V., falls la | < o gilt. Sei also o eine
Kardinalzahl. Nach 1. V. ist H(y, d) < a fiir alle y,d < q, also ist
HIW(a)? — W(a) injektiv, und es folgt (i).

zu (i7): & ist Supremum von |a|-vielen Zahlen &, B < @, die nach 1. V.
alle die Michtigkeit < la| haben. Alsoist |’ | < lal Olal = lal,
letzteres nach (i), falls a Kardinalzahl, und nach I. V,, falls la | < a.

(Fiir die Abschitzung |w®| < lal Olal wird das Auswahlaxiom
verwendet, da wir fiir jedes B < o eine Injektion fg : W(wP) — W(a)
wiihlen miissen.)

Dass w” <k fiir alle a <k und alle Kardinalzahlen k = w, gilt, ist ohne Auswahl-
axiom beweisbar, wenn der Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen bereits zur
Verfiigung steht.

Der Beweis zeigt insbesondere den Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen,
verwendet aber unnétigerweise das Auswahlaxiom. Ist dies auch ein wesentlicher
Defekt der Beweistithrung, so bleibt doch das hiibsche Injektivitits-Lemma, und
schliefilich ist der Beweis ja auch nicht falsch. Harward hat damit als erster einen
vollstindigen Beweis des Multiplikationssatzes publiziert. Wie im historischen
Teil erwihnt, gibt Harward zudem in einem einige Monate nach dem Hauptteil
geschriebenen Anhang zu seinem Aufsatz eine Skizze derjenigen Konstruktion
an, die Hausdorff 1914 wiederentdecken wird [ Harward 1905, p. 458]. Dieser
Beweis des Multiplikationssatzes fiir Wohlordnungen verwendet das Auswahl-
axiom nicht.
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3. Zur Geschichte
des Kardinalzahlbegriffs

Wir diskutieren endliche und unendliche Kardinalzahlen aus mathematischer
und historischer Perspektive. Der Schwerpunkt liegt auf der Definition von
Georg Cantor aus dem Jahr 1895, ihren Verbindungen mit traditionellen Zahl-
definitionen sowie ihrer Rezeption und Transformation in der axiomatischen
Mengenlehre. Weiter verfolgen wir im Detail die Entwicklung des Begriffs in
Cantors Schriften von 1874 bis hin zur abschliefenden Definition von 1895.
Einleitung
A. Die heutigen Definitionen

Kardinalzahldefinitionen in ZF und ZFC

Die allgemeine Fragestellung
B1. Die klassischen Zahldefinitionen
B2. Cantors Definition in den ,,Beitrigen von 1895
B3. Die Definitionen von Frege und Russell

1884 /1885 /1892 - Freges Definition und der Streit mit Cantor

1903 - Russells ,,Principles of Mathematics®
B4. Der Weg zu den modernen Definitionen

1900/ 1901 - Friihe Vereinfachungen von Cantors Definition

1908 /1915 - Zermelos Axiomatik und eine Ordinalzahl-Definition

191471927 - Hausdorffs ,formaler Standpunkt®

1923 /1928 - John von Neumanns Ordinal- und Kardinalzahlen

1955 - Scotts Trunkierungsmethode
C. Cantors Michtigkeiten und Kardinalzahlen vor 1895

1874 - Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

1878 - Die allgemeine relationale Definition

1879 bis 1883 - Michtigkeiten in Cantors ,,Punktmannigfaltigkeiten®

1884 - Cantors zuriickgezogene Arbeit und der Brief an Lafiwitz

1887 - Kardinalzahlen in Cantors ,,Mitteilungen®
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,»J ay faiticy a peu pres comme Euclide, qui ne pouvant pas bien >faire< entendre absolu-
ment ce que c’est que 7aison prise dans le sens des Geometres, definit bien ce que c’est que
memes raisons.“ Leibniz, Fiinfter Brief an Clarke, August 1716, art. 47; siche [ Robinet
1957, p. 145]

»1 have here done much like Euclid, who not being able to make his readers well under-
stand what ratio is absolutely in the sense of geometricians; defines what are the same
ratios.“ (Ubersetzung: [ Alexander 1956])

Einleitung

»Kardinalzahl® ist ein Schlisselbegriff der Mengenlehre, aber er ist nicht
leicht zu definieren. Cantor baute seine neue Theorie auf Ordinal- und Kardi-
nalzahlen auf, aber er gab, was heutige Standards betrifft, keine genaue Defini-
tion beider Begriffe. Die Komplexitit einer prizisen Definition wurde erst viel
spiter erkannt, und es spricht fiir Cantors herausragende Intuition, dass er alle
grundlegenden Phinomene der unendlichen Ordinal- und Kardinalzahlen ohne
eine formal-untadelige Definition finden konnte - einschliefilich der Tatsache,
dass die Komprehensionen aller Ordinal- und Kardinalzahlen, in heutiger Spra-
che ,,echte Klassen“ sind.

In diesem Essay diskutieren wir, an Mathematik, Geschichte und Philosophie
interessiert, den Begriff einer endlichen und unendlichen Kardinalzahl. Ziel ist,
eine umfassende und vielfiltige Darstellung des Themas zu prisentieren. Dabei
stehen die Arbeiten von Georg Cantor naturgemif} im Mittelpunkt.

Wir setzen voraus, dass der Leser ein Grundwissen iiber axiomatische Men-
genlehre besitzt. Einige kurze Formulierungen der griechischen Mathematik
werden im Original zitiert, um sie von Ubersetzungen unabhingiger zu machen.
Eine Kenntnis des Altgriechischen ist nicht notwendig.

Die axiomatische Mengenlehre, wie sie in der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik
formuliert und in der Pridikatenlogik erster Stufe formalisiert wird, ist unser
Mafistab. Wir analysieren Dokumente und verfolgen Entwicklungen, die aus der
Sichtder axiomatischen Mengenlehre interessant sind (mathematisch, historisch
und philosophisch). Dass die axiomatische Mengenlehre als Orientierung und
Sieb dient, bedeutet nicht, dass der ,absolute Wert“ von Beitrigen zu den
Grundlagen der Mathematik nur mit ZFC gemessen werden koénnte. Aber ZFC
hat prizise Antworten auf die Fragen, denen wir hier nachgehen, gefunden, und
sich geschichtlich als die Theorie etabliert, die aus diesen Fragen hervorging.
Ein Vergleich mit der Analysis dringt sich hier auf: Als mathematische Messlatte
der Grundlagen der Analysis kann der heutige Begriff ,vollstindiger angeordne-
ter Kérper“ dienen, auf dessen Basis sich die von Newton und Leibniz gefundene
Differential- und Integralrechnung prizise entwickeln lisst. Das schliefit andere
Ansitze mit tatsichlich vorhandenen infinitesimalen Grofien nicht aus.

Drei Aspekte dieses Essays sind vielleicht explizit erwihnenswert: (1) Die Dar-
stellung ist nicht streng chronologisch. (2) Wir greifen eine zweitausend Jahre
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lange Zeitspanne auf. Die griechische Zahldefinition ist fiir die Kardinalzahlen
der Mengenlehre ebenso wichtig wie bestimmte Uberlegungen der Scholastik.
(3) Cantors Theorie ist mehr als eine Vorstufe der axiomatischen Mengenlehre,
aber es fithrt doch ein direkter Weg von ihm zu ZFC. Seine Schriften sind von
unvergleichbarer Bedeutung, geschichtlich und inhaltlich. ZFC erscheint als In-
terpretation des Cantorschen Erbes.

Der Essay ist wie folgt aufgebaut:

Abschnitt A: Heutige mathematische Sicht
Wir beginnen mit den beiden heutigen Definitionen von Kardinalzahl! von
John von Neumann in ZFC (1923, 1928) in ZFC und Dana Scott in ZF
(1955). Diese Definition ergeben, zusammen mit zugehorigen metamathe-
matischen Ergebnissen von Azriel Levy (1969) und anderen, den Rahmen
fiir alles Weitere (entsprechend dem Leitmotiv des Mafistabs ZFC).

Abschnitt B1: Antike und Scholastik
In Abschnitt B diskutieren wir, in vier Unterabschnitten, Meilensteine der
Entwicklung hin zu den heutigen axiomatischen Definitionen. Wir
beginnen mit den Definitionen von ,,Zahl“ (douduodc) in der Griechischen
Mathematik. Sie wurden durch das Mittelalter hindurch immer wieder

aufgegriffen und spielen eine Schliisselrolle fiir den Cantorschen Kardinal-
zahlbegriff.

Abschnitt B2: Cantors Definition von 1895
Wir springen zu Cantors abschliefender und einflussreichster Definition
von ,,Kardinalzahl® aus den ,,Beitrigen® von 1895. Einige Bestandteile
dieser Definition sind in den heutigen Definitionen nicht mehr vorhanden.
Esist ein Ziel dieses Essays, seinen Begriff im Licht sowohl der Tradition
als auch der Anpassung und schliefilich formalen Interpretation sinngetreu
und moglichst genau zu beschreiben.

Abschnitt B3: Frege und Russell im Kontrast
Wir stellen Cantors Definition der von ihr stark verschiedenen Behandlung
von Kardinalzahlen durch Frege und spiter Russell gegeniiber. Dabei gehen
wir auch auf den ungliicklichen Streit zwischen Cantor und Frege ein.

Abschnitt B4: Rezeption der Cantorschen Definition
Thema dieses Abschnitts ist die Rezeption von Cantors Definition durch
die Mengentheoretiker der folgenden Generation (in chronologischer
Form). Im Zentrum steht hier Felix Hausdorff und sein Lehrbuch von
1914. Die Rezeption fiihrt schliefilich zu den modernen Definitionen.

Abschnitt C: Detailanalyse des Cantorschen Begriffs
Wir blicken zuriick und analysieren Cantors Ausfithrungen zu Kardinalzah-
len in seinen Verdffentlichungen, Aufzeichnungen und Briefen ab 1874 im
Detail. Dadurch kénnen wir die Reifung des Begriffs iiber einen Zeitraum
von zwei Jahrzehnten beobachten. Wie in Abschnitt B4 ist die Darstellung
chronologisch. Sie miindet in die abschliefende Definition von 1895.
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Ein strikt chronologischer Aufbau des Essays wire aus der Sicht des Autors
eher nachteilig. Die Details des Cantorschen Kardinalzahlbegriffs konnen, je
nach Interesse des Lesers, ebenso faszinierend wie ermiidend sein. Abschnitt C
ist nicht n6tig, um nachvollziehen zu kénnen, was passiert ist und kann damit als
»Anhang* aufgefasst werden. Er kann aber umgekehrt auch zum Ausgangspunkt
werden, die weniger bekannten Originalarbeiten von Georg Cantor aufzusuchen
und neu zu interpretieren.

A. Die heutigen Definitionen

Wir stellen in kompakter Form die heute tiblichen Kardinalzahldefinitionen
vor. Allgemeiner diskutieren wir die Méglichkeiten, Reprisentanten fiir Aquiva-
lenzrelationen auf echten Klassen zu definieren. Dabei arbeiten wir in der axio-
matischen Mengenlehre ZFC von Zermelo-Fraenkel (mit Auswahlaxiom) oder
Teilsystemen wie ZF (ZFC ohne Auswahlaxiom).

Der grundlegende Michtigkeitsvergleich fiir Mengen wird wie folgt erklirt:

Definition (Mdchtigkeitsrelationen)
Fiir alle Mengen M und N definieren wir:

M|
IMI < INI, falls es gibt eine Injektion f: M — N
IMI # INI, falls IM| < IN|und IMI 2 NI

INI, falls es gibt eine Bijektion f: M — N

A

Gilt IMI = IN1, so sagen wir, dass die Kardinalitit von M gleich der
Kardinalitit von N ist oder dass die Mengen M und N die gleiche Miichtigkeit
besitzen. Analoges gilt fiir , kleinergleich“ und ,kleiner®.

Dieses Vorgehen entspricht Cantors relationaler Definition der Michtigkeit
aus dem Jahr 1878. Es liefert uns keine Kardinalzahlen als Objekte unserer
Theorie, d.h. keine Kardinalzahlen als Mengen. Mchten wir derartige Ob-
jekte, so brauchen wir:

Kardinalzahldefinitionen in ZFC und ZF

Definition (Kardinalzabldefinition)
Eine funktionale Klasse Card : V. — V auf dem Mengenuniversum V heifjt
eine Kardinalzabldefinition, falls fur alle Mengen M und N gilt:

CardM) = Card(N) genau dann, wenn |1M| = NI (Korrektheit)

Eine Kardinalzahldefinition Card : V. — V heif}t reprisentierend, falls fur
jede Menge M gilt:

|CardM)| = IMI
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Die Reprisentationseigenschaft ist, wie leicht zu sehen ist, dquivalent zur
Idempotenz-Eigenschaft:

Card(Card(M)) = Card(M) fiir alle Mengen M

Ist Card eine Kardinalzahldefinition und M eine Menge, so heifit die Menge
Card(M) die Mdchtigkeit oder Kardinalitat der Menge M (bzgl. der Definition
Card). Wir schreiben auch | M| ¢,q oder kurz | M| anstelle von Card(M). Diese
Notation ist aufgrund der Korrektheitseigenschaft mit der relationalen Defini-
tion IMI = INI der Gleichmichtigkeit vertriglich.

In der axiomatischen Mengenlehre gibt es zwei bedeutsame Kardinalzahldef-
initionen. Die erste ist:

Definition (kanonische Kardinalzahldefinition in ZFC)
Wir definieren Cardzpc : V — V, indem wir fiir alle Mengen M setzen:

Cardypc(M) = ,die kleinste Ordinalzahl o mit IM| = la|“

Die funktionale Klasse Cardyy ist eine reprisentierende Kardinalzahldefini-
tion. Das Auswahlaxiom ist fiir die Definition unentbehrlich. Es stellt sicher, dass
es fur alle M eine Ordinalzahl a gibt mit IM| = la|. Diese Aussage ist iquivalent
zur Wohlordenbarkeit jeder Menge und damit zum Auswahlaxiom.

Steht das Auswahlaxiom nicht zur Verfugung, so kénnen wir die Trunkie-
rungsmethode von Scott verwenden:

Definition (kanonische Kardinalzabldefinition in ZF)
Wir definieren Cardyg : V — 'V, indem wir fiir alle Mengen M setzen:

Cardzp(M) = {N | N hat minimalen Rang mit IM| = IN| }

Dabei ist der Rang einer Menge N definiert durch
rang(N) = ,die kleinste Ordinalzahl a mit N O V“,

mit der o-ten Stufe V der von Neumann-Hierarchie. Die Menge Card zp(M) ist
die Rang-Trunkierung der Klasse { N | IM | = IN1 }. Diese Klasse ist echt, falls M
nichtleer ist. Das Auswahlaxiom wird nicht verwendet. Dafiir ist nun das Fundie-
rungsaxiom notwendig: Es stellt sicher, dass die von Neumann-Hierarchie das
Universum V ausschopft:

V= U, Vg

Damit ist Card (M) fiir alle Mengen M nichtleer.

Die funktionale Klasse Cardp ist eine Kardinalzahldefinition, aber nicht re-
prisentierend. Hat N e Card (M) den Rang a, so gilt Cardzp(M) O V4, - V.
Die Kardinalitit von Cardyp(M) hat mit der Kardinalitit von M im Allgemeinen
nichts zu tun.

Eine Kardinalzahldefinition benotigt starke Axiome. Ein Satz von Azriel Levy
besagt, dass es keine Kardinalzahldefinition in ZF ohne das Fundierungsaxiom
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gibt [Levy 1969]. Und nach einem Ergebnis von David Pincus gibt es keine re-
prisentierende Kardinalzahldefinition in ZF [Pincus 1974] (vgl. auch [ Kana-
mori 2006, p.246]).

Die Frage nach einer Kardinalzahldefinition ist sowohl inhaltlich als auch hi-
storisch eng mit der Frage nach einer Ordinalzahldefinition verkniipft. Beide
Kardinalzahldefinitionen Cardypc und Cardyp verwenden die Ordinalzahlen:
Die erste benotigt die Ordinalzahlen fiir Michtigkeitsvergleiche. Die zweite
verwendet die Ordinalzahlen zur hierarchischen Anordnung des Universums.

Ein Vergleich mit dem Verhiltnis-Begriff
Zu Beginn des Artikels haben wir eine Briefstelle von Leibniz zitiert, in der
die Definition eines Verhiltnisses ,,im absoluten Sinn“ im Gegensatz zu
einer relationalen Definition angesprochen wird. Es ist instruktiv, die Frage
nach einer Kardinalzahldefinition mit der Definition von ,,Verhiltnis“ zu
vergleichen. Wir beschrinken uns hier auf die positiven natiirlichen
Zahlen. Eine relationale Definition lisst sich wie folgt angeben:

Seien a, b, ¢, d positive natiirliche Zahlen. Dann verhdlt sich a zu b wie

c zu d, falls gilt:
ald =ch

Diese Definition verwendet nur die Multiplikation natiirlicher Zahlen.
Die Zahl 1 verhilt sich zur Zahl 2 wie die Zahl 3 zur Zahl 6, da 1 [6 = 2 [3B.
Was ein Verhiiltnis an sich ist, wird nicht definiert. Wir konnen die
relationale Definition als Aquivalenzrelation ~ auf der Menge M aller
Zahlenpaare auffassen. Fiir (a, b), (¢, d) € M setzen wir:

(a,b) ~(c,d), falls alld=clb

Nun gibt es wie bei den Kardinalzahlen im Wesentlichen zwei Méglichkei-
ten, Verhiltnisse als Objekte einzufiithren. Fir Zahlen a und b kénnen wir
ein Verbailtnis a/b definieren durch:

a/b = ,das (c, d) € M mit: (a, b) ~ (c, d) und c, d sind teilerfremd“
Diese Definition ist reprisentierend. Alternativ kénnen wir setzen:
a’/b = {(c,d)e M | (a,b) ~(c,d)}

Fiir beide Definitionen gilt 1/2 = 2/4 = 3/6 usw.

Im Unterschied zu einer Kardinalzahldefinition taucht der interpretierende
Schritt auf, Paare (a, b) zu betrachten. Bei den Michtigkeiten entfillt ein
solcher Schritt, die Relation der Gleichmichtigkeit ist fiir je zwei Mengen
erklirt. Andererseits sind bei den Kardinalzahlen keine kanonischen
Reprisentanten ersichtlich (wie die ,gekiirzten Briiche“ der Verhiltisse).
Und weiter sind die Aquivalenzklassen der zweiten Definition eines
Verhiltmnisses kleine Mengen und keine riesigen echten Klassen.
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Die allgemeine Fragestellung

Die Fragestellung betrifft nicht nur Kardinalzahlen (und Ordinalzahlen), son-
dern beliebige Aquivalenzrelationen auf Klassen:

Allgemeine Objektdefinitionen fiir Aquivalenzrelationen
Sei A eine Klasse. Weiter sei

R = {(X’Y) I q)(X’Y)}

eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist eine Objektdefinition fiir R eine
funktionale Klasse F : A — 'V, sodass fiir alle x,y € A gilt:

F(x) = F(y) genau dann, wenn §(x,y) (Korrektheit)
Ein derartiges F heifit représentierend, falls (x, F(x)) fur alle x € A.

Die Trunkierungsmethode liefert fiir jede Aquivalenzrelation R auf einer
Klasse A eine Objektdefinition F: A — V. Fiir jedes x € A sei

F(x) = {y | y hat minimalen Rang mit ¢(x, y) }

Diesistauch in ZFC von Interesse. Beispielsweise erhalten wir durch Trunkie-
rung eine Objektdefinition fiir die Klasse der linear geordneten Mengen unter
Isomorphie. Auch mit Auswahlaxiom stehen hier (im Gegensatz zu den Wohl-
ordnungen) keine uniform definierbaren Reprisentanten zur Verfiigung. Ein
Analogon zur ersten Kardinalzahldefinition existiert fir lineare Ordnungen
nicht. Das Gleiche gilt in vielen anderen Fillen.

Die Trunkierung kénnen wir als eine ZF-Formalisierung des Ansatzes von
Frege und Russell lesen, der eine Objektdefinition einfach durch

Fx) = xR = {y | 0(x,y)} (Aquivalenzklassenbildung)

geben mochte. Diese Definition erzeugt im Allgemeinen echte Klassen, sodass
F(x) kein Objekt einer Theorie mehr ist, die nur Mengen kennt. Wir diskutieren
diesen Ansatz in Abschnitt B3.

Eine Kardinalzahldefinition ist eine Objektdefinition fiir die Aquivalenzrela-
ton

R={&xyl Ixl=1lyl}

auf dem Mengenuniversum V ansehen. Analog ist eine Ordinalzahldefinition
eine Objektdefinition fiir die Aquivalenzrelation

R = {(x,y) | xund y sind gleichlange (isomorphe) Wohlordnungen }

auf der Klasse A aller Wohlordnungen.

Die Trunkierung von Scott ist universell einsetzbar, aber nicht reprisentie-
rend. Auch in ZFC gibt es keine Methode, die fiir jede Aquivalenzrelation eine
reprisentierende Objektdefinition liefern wiirde. Bemerkenswerterweise ist dies
in natiirlichen Erweiterungen von ZFC méglich:
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Universelle repisentierende Objektdefinitionen
Gibt es eine definierbare Wohlordnung < des Mengenuniversums, wie es
in Godels konstruktiblem Universum L oder in anderen L-dhnlichen
Klassenmodellen von ZFC der Fall ist, so gibt es eine kanonische reprisen-
tierende Objektdefinition F : A — V fiir eine beliebige durch eine Formel
d(x, y) definierte Aquivalenzrelation R auf einer Klasse A. Wir setzen:

F(x) = ,das <-kleinste y mit ¢(x, y)* fiirallexe A

Eine Theorie wie ZFC + ,,V = L ist damit ein optimaler Rahmen, um die Pro-
blemstellung zu behandeln. Wir nehmen immer das (im Sinne der vorliegenden
Wohlordnung < des Universums V) erste Objekt einer Aquivalenzklasse als Re-
prisentanten der Klasse.

Eine Objektdefinition F fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Klasse A ver-
langt ,lediglich® Korrektheit. Fiir jedes x € A kann die Menge F(x) ein beliebiges
»Zeichen® sein, solange dquivalenten Elementen von A (und nur solchen) das-
selbe Zeichen zugeordnet wird. Anschauungen iiber das ,,Wesen“ oder die ,,Be-
deutung® der Relation konnen dabei verloren gehen. Anschauungen iber
»Grofie” miissen sich in einer Kardinalzahldefinition nicht widerspiegeln, und
das Gleiche gilt fiir ,,Linge und ,,Ordnungstyp® einer Wohlordnung bei einer
Ordinalzahldefinition. Diese Sicht wurde sowohl fiir Kardinal- als auch fiir Or-
dinalzahlen von Felix Hausdorff bereits im Jahr 1914 formuliert. Bemerkenswer-
terweise war Hausdorff dabei offenbar gar nicht an formalen Objektdefinitionen
interessiert. Er verwendete einfach unspezifizierte ,,Zahlzeichen®, die einfach da
und zudem korrekt sind. Wir kommen in Abschnitt B4 hierauf zuriick.

In der axiomatischen Mengenlehre wird eine reprisentierende Objektdefini-
tion bevorzugt, die Trunkierung von Scott gilt als Notlésung. Im Idealfall wer-
den ,kanonische Reprisentanten” gefunden, die leicht zu definieren sind und
mit denen sich gut arbeiten lisst. Die von Neumann Ordinalzahlen sind ein Pa-
radebeispiel hierfiir. Sie spiegeln fiir die natiirlichen Zahlen sowohl den ordina-
len als auch kardinalen Aspekt wider. Ob die Definiion n = {0, ..., n - 1 } das
»Wesen“ einer natiirlichen Zahl n erfasst, kann und will die Mengenlehre nicht
beantworten. Entscheidend sind die Eigenschaften der Objekte. Die endlichen
von Neumann Ordinalzahlen sind eine Interpretation des Begriffs ,natiirliche
Zahl“ innerhalb der Mengenlehre. Die Definition liefert Reprisentanten fiir be-
liebig lange Wohlordnungen. Mehr kann eine Definition nicht leisten.

Nach diesem kurzen Uberblick iiber den ,,Stand der Dinge* aus der Sicht der
axiomatisch fundierten Mathematik wenden wir uns nun dem anderen Ende der
Geschichte zu (sofern sie uns tberliefert ist): Den Zahldefinitionen, die wir in
der antiken griechischen Mathematik finden. Diese Definitionen sind fiir sich in-
teressant. Dariiber hinaus haben sie, wie wir sehen werden, Cantors Ordinal-
und Kardinalzahlen stark beeinflusst.
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B1. Die klassischen Zahldefinitionen

In der Griechischen Mathematik sind zwei Zahldefinitionen vorherrschend:
uovédwv ovomuae. und mAndog dolouévov

Hier bedeutet ,,Zahl“ eine ,natiirliche Zahl grofiergleich 1“ oder sogar ,,gro-
Bergleich 2¢. Die Eins wurde oftmals nicht zu den Zahlen gezihlt (siehe Aristo-
teles Metaphysik 1088a sowie [ Heath 1949, p. 83f], [ Gericke 1970, p. 29f]).

Die Zahlen erst mit der Zwei beginnen zu lassen, ist eine bemerkenswerte Erginzung
der modernen Diskussion, ob die Null eine natiirliche Zahl ist oder nicht. Nach der von
Neumann Definition der Ordinalzahlen wire es unnatiirlich, die Null auszuschliefien.
Dies verwehrt der Zahlentheorie keineswegs, bei der Eins zu beginnen.

Die Bedeutung und die Unterschiede der beiden Zahldefinitionen ist Gegen-
stand der Diskussion. Thre Interpretation wird zudem durch die Ubersetzung der
Begriffe ins Lateinische oder moderne Sprachen beeinflusst.

Die erste Zahldefinition ldsst sich als ,,System von Einheiten® {ibersetzen,
wobei eine Einheit ein ,,Punkt ohne Position“ und die ,,Grenze des Wenigen*®
ist [Becker 1964, p. 34; Heath 2003, p. 38]. Bei Euklid ist eine Einheit das ,,wo-
durch jedes Ding das existiert eins genannt wird“ [ Euklid, Elemente VIL. 1].
Platon beschreibt die mathematischen Einheiten als ununterscheidbare und
unteilbare Objekte des Denkens (Politeia VII, 525f). Wir verweisen den Leser
auf [Szabd 1969, 1I1. 14 ] fiir eine genauere Diskussion der mathematischen
Einheiten bei Platon und Euklid.

Die zweite Definition bedeutet ,,begrenzte Vielheit“. Dabei ist ,,Vielheit“ eine
Anzahl, die in diskrete Teile zerlegt werden kann. Das griechische Wort thntog
ist abgeleitet von molv ,viel. Die iibliche Ubersetzung von mAntog ins Lateini-
sche ist multitudo. (Siehe [ Gericke 1973, p. 154] fiir die Verwendungen von
mwAntog in der Mathematik.)

Beide Definitionen finden sich in der ,Einfithrung in die Arithmetik® des Ni-
comachus von Gerasa um 100 n. Chr. (Buch 1, Kapitel VII). Nicomachus fiihrt
sogar noch eine dritte Definition in seinem Buch an, die wir hier noch kurz er-
wihnen:

TO0HTNTOG VU EX LOVADWV OUYHEIUEVOV

Anicius Boethius tibersetzt dies durch ,,quantitatis acervus ex unitatibus profu-
sus“, sodass yvua als acervus ,Haufen, Menge® interpretiert wird [ Boethius
1867, p. 13 ]. Dabei wird yVuo von Nicomachus auch als ,Reihe” verwendet
(Buch II/7X) (siehe auch [ Gericke 1970, p. 28]). Martin D’Ooge tibersetzt es als
»flow® in seiner Ausgabe von 1926. Die dritte Definition beschreibt also eine
Zahl in etwa als ,Haufen/Reihe/Abfolge® einer Grofle, die aus Einheiten zu-
sammengesetzt ist“. (Vgl. hierzu [ Cantor 1887, p.252] fiir Cantors Lesart;
siche weiter auch [lamblichus 1894, p.10].)
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Tamblichus von Chalcis schreibt in seinem um 300 n. Chr. verfassten Kom-
mentar zu Nicomachus die erste Definition dem Thales zu: Er habe diese aus
Agypten, wo er erzogen wurde, mitgebracht. Die zweite Definition wird bei Ari-
stoteles diskutiert (Metaphysik 1020a). Iamblichus verweist auf Eudoxos. Beide
Definitionen sind wahrscheinlich élter als Euklids Definition in den Elementen.

Gericke stellt in seiner Analyse heraus, dass die beiden Definition zwei ver-
schiedenen Methoden des Definierens angehoren: Die erste ist ein Beispiel fiir
eine, wir er es mit Verweis auf Hilbert nennt, ,generische Definition“, die uns
mitteilt, wie ein neues Objekt aus einfacheren Objekten hervorgeht (wie etwa
»Ein Tisch ist ein Brett mitvier Beinen.“). Die zweite ist ein Beispiel einer ,,syste-
matischen Definition“, die uns sagt, wie wir einen umfassenderen Begriff einzu-
schrinken haben (wie etwa ,,Ein Hund ist Tier mit diesen und jenen Eigenschaf-
ten.“) [ Gericke 1970, p.20f; 1973, p.152].

Gemif der ersten Definition wird eine Zahl durch das Verbinden von Einhei-
ten erzeugt, durch das ein ,,System® (im Singular, also ein Objekt) entsteht. Die
ersten realen Zahlreprisentationen entsteht in dieser Weise: Steine auf dem
Fufiboden, Striche im Sand, Kerben in einem Stiick Holz. Diese Vorstellung ist
noch heute lebendig, wenn wir Zahlen darstellungsfrei in der Form

Lot L T,

notieren. Ob eine Zahl gemif} dieser Definition mehr ist als eine (Multi-)Menge
von Einheiten ist erneut eine Frage der Interpretation. Das griechische Wort
ovotnua kann vergleichsweise neutral als ,,System* tibersetzt werden. Es ist in-
teressant, dass Dedekind ,,System* fiir das verwendet hat, was wir heute als
»Menge“ in der Mathematik verstehen [ Dedekind 1888, Art. 2 ]. Der Begriff
»Menge® wurde durch Bolzano und Cantor geprigt. Die heutige Mengenlehre
konnte damit auch Systemtheorie heifien.

Die Diskussion der zweiten Definition bei Aristoteles lisst sich als zweifache
Restriktion des umfassenderes Begriffs einer Groffe (toodv) auffassen: Zunichst
wird GrifSe reduziert auf diskrete Grofse (mhndog), wodurch kontinuierliche Gro-
flen ausgeschlossen werden. Nun wird diskrete Grifse reduziert auf begrenzte
GrofSe, wobei das griechische doiouévov die Bedeutungen ,bestimmt, begrenzt,
definiert“ aufweist. Aristoteles verwendet auch memegaouévov anstelle von
MOLOUEVOV.

Die erste Definition strebt Zahlen als bestimmte ideale Objekte an und lésst
sich insgesamt dem Ziel einer kanonischen reprisentierenden Objektdefinition
zuordnen. Die zweite Definition lisst eine extensionale Lesart zu, und beschreibt
so, in modernisierter Form, die Klasse aller endlichen Mengen. Sie entspricht
dem Ansatz von Frege-Russell, wenn wir Cantors Gleichmichtigkeit von Men-
gen als principium divisionis verwenden.

Euklid verbindet beide Definitionen. In seien Elementen definiert er:

Euklid (Elemente)):’ AQuduoc 10 &% novadwv ovvareipevov mintog. ,Zahl ist eine aus
Einheiten zusammengesetzte Vielheit.“ [ Euklid, Elemente VII. 2]
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Hier sind Bestandteile aus beiden Definitionen zu finden. Da aber Einheiten den
Stoff bilden, aus dem die Zahlen gemacht sind, dominiert die erste Definition.
Euklids Definition verwendet mit cuvzeipuevov zudem einen Begriff der dritten
Definition bei Nicomachus. Sie erscheint so als Synthese verschiedener Versu-
che, den Zahlbegriff zu fassen.

Das Begriff ,,System® taucht bei Euklid nicht mehr auf, und damit scheint Eu-
klids Definition der ,internen Struktur” einer Zahl weniger Bedeutung zuzu-
messen. Die Endlichkeit wird stillschweigend vorausgesetzt. Es ist verfithrerisch
Euklids Definition wie folgt zu modernisieren: , Eine Zahl ist eine endliche aus
Einheiten bestehende Multimenge®. Wir werden sehen, dass Cantors Definition
einer Kardinalzablvon 1895 diese Lesart aufgreift. Sie wird die Endlichkeit strei-
chen, dafiir aber beschreiben, wie Kardinalzahlen entstehen.

Die klassischen Definitionen wurden im Mittelalter hiufig wiederholt und
kommentiert. Boethius definiert in seiner ,De Arithmetica“, einer vagen Uber-
setzung des Buches von Nicomachus: ,,numerus est unitatum collectio” [ Boe-
thius 1867, p. 13 ]. Flavius Cassiodorus iibersetzt Euklids Definition in seinen
yInstitutiones“ von 562 n. Chr. als: ,numerus est ex monadibus multitudo com-
posita® [ Cassiodorus 1937, p. 133 ]. Derartige Formulierungen sind bis in die
Moderne Folklore.

Noch ilter als der Zahlbegriff ist moglicherweise der Vergleich von diskreten
Grofien durch Paarbildung. Zwei Herden lassen sich in ihrer Grofie vergleichen
ohne sie zu zihlen: Wir vermindern sie jeweils um eine Einheit auf jeder Seite,
was einer Paarbildung entspricht und modern gelesen zu Injektionen, Surjektio-
nen bzw. Bijektionen fiihrt. Die Erfindung und der praktische Erfolg der natiirli-
chen Zahlen mag diese einfache Idee verdringt haben, aber sie wurde nicht voll-
stindig vergessen. Sie wird im spiten Mittelalter in den Arbeiten des Albert von
Sachsen diskutiert. Er notiert explizit, dass zwei Groffen die gleiche Anzahl an
Elementen besitzen, wenn es eine vollstindige Paarbildung zwischen ihnen gibt
[Maier 1949, p.170f; Gericke 1977, p. 54, 61]. Spiter erscheint dieser Gedanke
in David Humes ,, Treatise of human nature“ (1739/1740), und Frege nimmt hie-
rauf Bezug [Frege 1884, § 63 ]. Albert von Sachsen diskutiert auch ein unendli-
ches Beispiel:

Man betrachte einen unendlich langen Holzstamm, schneide wiederholt
einen Fuf} breite Scheiben ab, und forme diese Scheiben in einer volume-
nerhaltenden Art und Weise zu einer immer grofier werdenden Kugel, so-
dass die Scheiben zu Kugelschichten werden.

Dadurch wird eine Bijektion zwischen dem Holzstamm und dem dreidimensio-
nalen Raum erzeugt. Das das Volumen des Holzstamms unendlich und die Ver-
formung der Scheiben volumenerhaltend ist, kann die entstehende Kugel keinen
endlichen Radius besitzen. Derartige Beispiele waren im spiten Mittelalter po-
pulir, und es ist nicht bekannt, wer sie gefunden hat. Sie sind "Teil einer umfassen-
den Diskussion tiber Unendlichkeit (Gmewpov). Einige als paradox empfundene
Phinomene wurden svon Galileo und Bolzano aufgegriffen [ Galileo 1638; Bol-
zano 1851, §20]. Viele Schlussfolgerungen waren dabei voreilig und fehlgeleitet
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durch das klassische Prinzip, dass das Ganze immer grofier sei als jeder seiner
echten Teile. Die Phinomene des Unendlichen wurden in ihrem mathemati-
schen Reichtum erst erkannt, als Cantor 1874 die Uberabzihlbarkeit der reellen
Zahlen entdeckte und 1878 den allgemeinen Begriff der der relationalen Gleich-
michtigkeit formulierte. Zuvor gab es ,,Unendlich“ nur als ein unstrukturiertes
Ganzes mit paradoxen Eigenschaften und nicht sichtbarer Theorie.

Wir besprechen Cantors vielfiltige Uberlegungen zu Michtigkeiten im Detail
in Abschnitt C. Hier wenden wir uns direkt seiner abschlieffenden Definition
von Kardinalzahl aus dem Jahr 1895 zu.

B2. Cantors Definition in den ,,Beitrigen® von 1895

Cantors Abhandlung beginnt mit seiner denkwiirdigen Definition des Men-
genbegriffs. Da die Details dieser Definition fiir seinen Kardinalzahlbegriff rele-
vant sind, wiederholen wir sie hier einmal mehr:

Cantor (1895):  “Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die ,Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.“ [ Cantor
1895, p.481]

Cantor wusste zu diesem Zeitpunkt sehr gut, dass das naive Komprehensions-
schema widerspriichlich war. Eine Diskussion oder auch nur kurze Erwihnung
der Problematik einer ,,Zusammenfassung, die kein Ganzes mehr bildet“ fehltin
seinem Artikel. Verstindlicherweise, wird man sagen. Wer beginnt gerne eine
Darstellung mit dem Satz: ,Wir untersuchen unendliche Mengen. Die damit
verbundenen logischen Schwierigkeiten besprechen wir zu einem spiteren Zeit-
punkt.“ Eine derartige Diskussion hitte, mehrere Jahre vor Russell und Zer-
melo, die Geschichte der Mathematik verindert. Aber seine Mengendefinition
lisst sich auch nichtso lesen, als wire jede Zusammenfassung von Objekten zu ei-
nem neuen Objekt moglich. Der Zusatz ,,zu einem Ganzen® ist von grofier Be-
deutung. Cantor verwendet ,absolut unendlich® im Gegensatz zu ,transfinit®
bereits 1883 [Cantor 1883 b, p.587f; 1884x, p.86]. Wir kommen in Abschnitt C
darauf zuriick (vgl. zudem auch [ Cantor 1991, p.388f, 425f; Purkert 1986; Tait
2000]). Cantor hat - so wie Generationen vor ihm die ,,Paradoxien des Unendli-
chen“ entdeckt hatten - die ,,Paradoxien der echten Klassen“ entdeckt. Beide
Phinomene sind heute so weit untersucht und axiomatisch gezihmt, dass keine
Widerspriiche mehr zu sehen sind.

Das philosophische Paar ,Anschauung und Denken® zeigt die Reichweite von
Cantors Mengenbegriff. Mengen sind hier noch nicht, wie es heute iiblich ist, auf
die Mathematik beschrinkt. Sie umfassen Beispiele von ,,Die Finger meiner bei-
den Hinde“ (Anschauung) ebenso wie ,Die natiirlichen Zahlen“ (Denken)
[Cantor 1887, p. 118f].
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Cantors ,Anschauung” entspricht dem philosophischen Begriff seiner Zeit. In
Rudolf Eisler’s Philosophischem Lexikon von 1904 heifit es:

Eisler (1904): “Anschauung (Intuition) ist die unmittelbare (nicht durch Begriffe und
Schliisse vermittelte) Erfassung eines konkret gegebenen Objektes in dessen (rdum-
lich-zeitlicher) Bestimmtheit.“ [Eisler 1904, Stichwort: Anschauung]

Cantors Verwendung von ,wohlunterschieden® ist ein weiteres philosophisches
Merkmal seiner Definition, das auf heutige Mathematiker irritierend wirken
kann. Wir kénnen diesen Zusatz nicht als Extensionalititsaxiom lesen, wie Can-
tors Definition einer Kardinalzahl (und andere Definitionen) zeigen. ,,Wohlun-
terschieden® scheint hier Mengen wie ,,Die Wassertropfen in diesem See.“ aus-
zuschlieffen.

Gleich im Anschluss an seine Mengendefinition, und bemerkenswerterweise
vor seiner relationalen Definition der Gleichmichtigkeit IMI| = IN| zweier
Mengen, bringt Cantor seine abschliefende Definition von Michtigkeit oder
dquivalent Kardinalzahl:

Cantor (1895): ,,,Michtigkeit* oder ,Cardinalzahl® von M nennen wir den Allgemeinbegriff,
welcher mit Hiilfe unseres activen Denkvermogens dadurch aus der Menge M hervorgebt,
dass von der Beschaffenbeit ibrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ibres Ge-
gebenseins abstrabirt wird.

Das Resultat dieses zweifachen Abstraktionsacts, die Cardinalzahl oder Michtig-
keit von M, bezeichnen wir mit

G) M

Da aus jedem einzelnen Elemente m, wenn man von seiner Beschaffenheit absieht,
eine ,Eins wird, so ist die Cardinalzahl M selbst eine bestimmte aus lauter Einsen zu-
sammengesetzte Menge, die als intellectuelles Abbild oder Projection der gegebenen
Menge M in unserm Geiste Existenz hat.“ [ Cantor 1895, p.481]

Eine bemerkenswerte Definition. Wir wissen heute, dass eine Kardinalzahl-
definition eine nichttriviale Aufgabe ist. Cantor musste, ob er es wollte oder
nicht, Intuitionen und Bilder verwenden. Die Definition der relationen Gleich-
michtigkeit wire unproblematisch gewesen. Er versuchte sich dagegen mutig an
einer Kardinalzahldefinition, die traditionelle mathematische und philosophi-
sche Vorstellungen aufgriff. Er wusste von Freges Rezension von 1892 nur zu
gut, dass diese Definition scharfe Kritik hervorrufen kann [ Cantor 1885]. Aber
Cantor hatte mathematische Struktur gefunden, und er tat, was er konnte, um
die grundlegenden Objekte seiner Untersuchungen zu beschreiben. Die Reak-
tionen seiner mathematischen Fachkollegen waren auch, in den meisten Fillen,
diesem Vorgehen nicht feindlich gesinnt (vgl. Abschnitt C). In der Mathematik
gibt es zahlreiche Fille, in denen zunichst entdeckt und erst viel spiter prizisiert
wird - wenn man weif}, dass es sich lohnt, und wenn man soweit gekommen ist,
dass man sieht, wie eine Prizisierung aussicht. Prominente Beispiele sind die
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komplexen Zahlen (prizisiert als Punkte der Ebene R?) und die Infinitesimal-
rechnung (prizisiert ohne infinitesimale Grofien). Die Mathematik ist in diesem
Sinne experimenteller und stiirmischer als man bei all ihrem Streben nach Exakt-
heit denken konnte. Der Entdeckungsprozess kann in der Mathematik recht
lange dauern - gerade bei neuen Zahlen. Wihrend dieses Prozesses kommt es
mehr auf gefundene Struktur an als auf ultimative begriffliche Prizision. Aus die-
sem Grund sind diese Perioden auch aus historischer Sicht so attraktiv.

Die Besonderheiten der Definition zeigen, dass die Cantorsche Mengenlehre
eine Welt fiir sich ist. Eine Welt, die sehr verschieden ist von der, die die nachfol-
gende Generation aus Cantors Erbe geformt hat. Mit den Augen von ZFC gele-
sen hat Cantor Kardinalzahlen nur mehr oder weniger anschaulich beschrieben.
In ZFC kann Cantors Definition nur recht kiinstlich interpretiert werden, etwa
in der Form { (1, a) | a <k}, wobei K eine Kardinalzahl im tiblichen Sinne von
ZFC ist. Die ununterscheidbaren Einheiten gehen dabei verloren. Die Cantor-
schen Kardinalzahlen gehoren, wie die Cantorschen Ordinalzahlen, die analog
als als wohlgeordnete ,Mengen“ von Einheiten definiert werden, nicht zu ZFC.

Es erscheint dem Autor voreilig, derartige Definitionen als vzge in einem absoluten Sinne
zu bezeichnen. In [ Deiser 2006] werden zwei axiomatische Theorien entwickelt, die ver-
suchen, Cantors Definitionen von Ordinal- und Kardinalzahlen formal zu realisieren. Vgl
auch [Fine 1998].

Wir wollen die Definition noch genauer untersuchen. Zunichst werden Kar-
dinalzahlen als Allgemeinbegriff bezeichnet, wodurch die umfangreiche Debatte
der antiken und scholastischen Philosophie tiber Universalien aufgegriffen wird,
also den ontologischen Status dessen, was verschiedenen Dingen gemeinsam ist
[Aristoteles, Metaphysik 1038b]. Cantors Allgemeinbegriff bezieht sich auf spe-
zielle Objekte, auf Mengen bestehend aus Einbeiten. Damit ist Cantors Mengenbe-
griff nicht extensional. Die Prisenz von Euklids Definition einer natiirlichen
Zahl ist offensichtlich. Wir werden in Abschnitt C genauer nachweisen, dass die
Verwendung von Einheiten, die den grofiten Unterschied zwischen Cantors
Kardinalzahlen und Kardinalzahlen in ZFC darstellt, eine Fortsetzung und Er-
weiterung der antiken Tradition ist. Cantor stiitzte sich auf die klassischen Zahl-
definitionen. Seine Kardinalzahldefinition brauchte Zeit, um zur Reife zu gelan-
gen, blieb dabei aber im Wesentlichen unverindert. Es gibt keine zwei grund-
sitzlich verschiedenen Definitionen von ,,Kardinalzahl“ bei Cantor.

Cantors Definition setzt die von Euklid fort, aber sie informiert uns nicht nur,
was Kardinalzahl sind, sondern dass sie durch Abstraktion entstehen. Die Ab-
straktion als eine Methode zur Erkenntnis von Allgemeinbegriffen ist ein Ge-
danke der scholastischen und speziell der Thomistischen Philosophie, mit der
Cantor gut vertraut war [ Cantor 1887, p. 118 and 264]. Der Begriff ,Abstrak-
tion“ wurde von Boethius eingefiihrt als Ubersetzung von ocq)ougsmg bei Aristo-
teles. Das griechische Verb d¢atoew bedeutet ,ich nehme weg*.

Siehe auch [Prantl 1955, vol. II1, p. 94, p. 107{f], [ Scholz / Schweitzer 1935, p. 6f] und
[Ritter etal. 1971, ,Abstraktion“].

Essays zur Mengenlehre © Oliver Deiser



3. Zur Geschichte des Kardinalzahlbegrifts 141

Die Abstraktion wird in der scholastischen Philosophie als eine Fihigkeit des
sintellectus agens® beschrieben. Dies spiegelt sich direkt in Cantors ,actives
Denkvermogen® wider.

Cantors Kardinalzahlen werden in zwei Schritten gewonnen, die durch die
Doppelstrich-Notation angezeigt werden: Zuerst abstrahieren wir von der Na-
tur der Elemente einer Menge. Dies hinterlisst eine moglicherweise noch ge-
ordnete Menge von Einheiten, die mit einem einfachen Strich iber M bezeich-
net wird. In einem zweiten Schritt nehmen wir die Ordnung weg, sodass wir
schliefilich bei einer ungeordneten Menge bestehend aus ununterscheidbaren
Einheiten ankommen. Cantors Definition ist (im nicht formalen Sinn) reprisen-
tierend: Die Kardinalitit einer Kardinalzahl K ist erneut k. Es gibt nichts mehr,
von dem wir abstrahieren kénnten.

Eine weitere Schicht der Definition wird dadurch gegeben, dass eine Kardi-
nalzahl als ,intellectuelles Abbild oder Projection ... in unserm Geiste Existenz
hat.“ Falls Allgemeinbegriff und Abstraktion einen heutigen mathematischen Le-
ser irritiert haben, so konnen diese Besonderheiten nun Stirnrunzeln ausldsen.
Wir miissen aber gar nicht in den mittelalterlichen oder modernen Disput iiber
Universalien einsteigen, sondern wir kénnen die Existenz ,,in unserem Geiste“
einfach so lesen, dass Kardinalzahlen stets der Welt des Denkens angehéren, un-
abhingig davon, ob die Menge, die zur Bildung der Kardinalzahl verwendet
wird, der Welt der Anschauung oder der Welt des Denkens angehort (vgl.hierzu
auch Dedekinds Definition einer natiirlichen Zahl, die wir unten besprechen).
Und dass eine Kardinalzahl als ein ,,Abbild oder Projection® beschrieben wird,
verweist auf eine Bijektion zwischen einer Menge M und ihrer Kardinalzahl.
Cantor wird diese Bijektionen in seinem Artikel verwenden, um die Korrekt-
heitseigenschaft zu beweisen. Aus der Sicht von ZFC entsteht bei der ,,Messung*
der Kardinalitit einer Menge M ebenfalls eine Bijektion f: M — K. Im Unter-
schied zu Cantor werden die Elemente von M mit Hilfe der Ordinalzahlen
durchgezihlt. Lesen wir die Bijektion als Abstraktion, so werden die Elemente
von M nicht wie bei Cantor durch Einsen, sondern durch Ordinalzahlen ersetzt.

Die Beschreibung als ,,Abbild oder Projection® ist auch aus axiomatischer
Sichtvon Bedeutung: Cantors Kardinalzahlen erscheinen als Wertebereich einer
Funktion. Damit sind Kardinalzahlen ,,ein Ganzes®. Sie sind Mengen und keine
echten Klassen oder ,,inkonsistente Vielheiten®, wie Cantor sie nannte. Cantor
hat 1898 in einem Brief an Hilbert ein Ersetzungsaxiom formuliert [ Cantor
1991, p.396]. Der Abstraktionsprozess selbst liest sich aus heutiger Sicht als
echte funktionale Klasse.

Insgesamt tibertrigt die Definition ein betrichtliche Maf§ an Intuition auf den
Leser. Sie ist reich an Information wie Tradition. Cantor illustriert sie weiter
durch einen Beweis der Korrektheitseigenschaft, die er als von grundlegender
Wichtigkeit einstuft [ Cantor 1895, p.482]. Sein Argument lautet wie folgt: For-
men wir die Kardinalitit K einer Menge M, so ergibt sich wie bereits gesehen eine
Bijektion f zwischen M und K, wobei K eine Menge aus Einsen ist. Jedes Element
von M wird dabei auf eine bestimme Einheitin K abgebildet. Istnun g eine Bijek-
tion zwischen einer Menge N und M, so zeigt die Verkniipfung g  f, dass die
Kardinalitit von N ebenfalls gleich K ist. Haben umgekehrt M und N beide die
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Kardinalitit K, so gibt es eine Bijektion f von M nach K und eine Bijektion g von
N nach k. Dann ist f ! ¢ g eine Bijektion von N nach M, sodass IN| = IM| im
relationalen Sinn.

Der explizite Verwendung von ,,Abstraktion® in einer mathematischen Defin-
tion scheint ihren Ursprung in Cantors unpublizierter Arbeit von 1884 zu haben
(siche Abschnitt C). Definitionen durch Abstraktion wurden spiter von Peano,
Russell, und anderen diskutiert [ Russell 1903, chapter XI]. Es ist interessant,
dass Dedekind in seiner Abhandlung ,, Was sind und was sollen die Zahlen?“von
1888 die natiirlichen Zahlen ebenfalls durch Abstraktion definiert hat:

Dedekind (1888): ,,Wenn man bei der Betrachtung eines einfach unendlichen, durch eine
Abbildung ¢ geordneten Systems N von der besonderen Beschaffenheit der Elemente
ginzlich absieht, lediglich ihre Unterscheidbarkeit festhilt und nur die Beziehungen
auffafit, in die sie durch die ordnende Abbildung ¢ zueinander gesetzt sind, so heifien
diese Elemente natiirliche Zahlen oder Ordinalzahlen oder auch schlechthin
Zahlen, und das Grundelement 1 heifit die Grundzahl der Zahlenreihe N. In
Riicksicht der auf diese Befreiung der Elemente von jedem anderen Inhalt (Abstrak-
tion) kann man die Zahlen mit Recht eine freie Schopfung des menschlichen Geistes
nennen.“ [Dedekind 1888, Art. 73]

Dies wird weiter erhellt durch einen Brief von Dedekind an Heinrich Weber
vom 24. Januar 1880:

Dedekind (1880): ,,... so méchte ich doch rathen, unter der Zahl (Anzahl, Cardinalzahl),
lieber nicht die Classe (das System aller einander dhnlichen endlichen Systeme)
selbst zu verstehen, sondern etwas Neues (dieser Classe Entsprechendes), was der
Geist erschafft. Wir sind gottlichen Geschlechtes und besitzen ohne jeden Zweifel
schopferische Kraft nicht blos in materiellen Dingen (Eisenbahnen, Telegraphen),
sondern ganz besonders in geistigen Dingen.“ [ Dedekind 1932, vol. III, p. 489]

Obwohl Cantor Dedekinds ,,freien Schopfungen® skeptisch gegeniiber stand,
so teilte er mit Dedekind doch einen Abneigung gegentiber der Klassendefini-
ton IMI ={N | INI| = IMI } [Cantor 1883b, p.562; 1991, p. 427]. Im Gegen-
satz zu Cantor waren Dedekind die Widerspriiche der naiven Komprehension
offenbar unbekannt (sieche Cantors Briefe an Hilbert vom 15. November 1899
und 27. Januar 1900 [ Cantor 1991, p.414f, 425f]).
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B3. Die Definitionen von Frege und Russell

1884 /1885 /1892 - Freges Definition und der Streit mit Cantor

In seinem Buch ,,Die Grundlagen der Arithmetik“ von 1884 definiert Frege
Kardinalzahlen (,Anzahlen®) wie folgt:

Frege (1884): ,,... Ich will der Kiirze wegen den Begriff F dem Begriffe G gleichzahlig
nennen, wenn diese Moglichkeit [die unter den einen den unter den anderen Begriff
fallenden Gegenstinde beiderseits eindeutig zuzuordnen ] vorliegt, muss aber bitten,
dies Wort als eine willkiihrlich gewihlte Bezeichnungsweise zu betrachten, deren Be-
deutung nicht der sprachlichen Zusammensetzung, sondern dieser Festsetzung zu
entnehmen ist.

Ich definire demnach:
die Anzahl, welche dem Begriffe F zukommt, ist der Umfang*) des Begriffes ,gleich-
zahlig dem Begriffe F*.“ [Frege 1884, § 68 ]

In der Fufinote ,,*)“ zu ,,Umfang“ spricht sich Frege fiir die Identifikation von
»Begriff“ und ,,Umfang des Begriffes“ aus.

In der heutigen mengentheoretischen Sprache formuliert definiert Frege die
Kardinalitit einer Menge M als die Klasse aller zu M gleichmichtigen Mengen.
Die Probleme dieser Definition diskutieren wir im Kontext von Russells Rezep-
tion der Ideen von Frege.

Cantor schrieb eine Rezension iiber die ,,Grundlagen® von Frege. Sie erschien
im Mai 1885 und kritisiert Freges Anzahl-Definition:

Cantor (1885): ,Weniger erfolgreich dagegen scheint mir sein eigener Versuch zu sein,
den Zahlbegriff streng zu begriinden. Der Verf [asser ] kommt nemlich auf den un-
gliicklichen Gedanken - und es scheint, dass er dabei einer Andeutung Ueberwegs in
dessen ,System der Logik‘ § 53 gefolgtist -, dasjenige, was in der Schullogik der ,Um-
fang eines Begriffes* genannt wird, zur Grundlage des Zahlbegriffs zu nehmen; er
iibersieht ganz, dass der ,Umfang eines Begriffs quantitativ im allgemeinen etwas vol-
lig Unbestimmtes ist; nur in gewissen Fillen ist der ,Umfang eines Begriffs‘ quantita-
tiv bestimmt, dann kommt ihm allerdings, wenn er endlich ist, eine bestimmte Zahl
und, falls er unendlich ist, eine bestimmte Michtigkeit zu. Fiir eine derartige quantita-
tive Bestimmung des ,Umfangs eines Begriffs® miissen aber die Begriffe ,Zahl‘ und
,Michtigkeit‘ vorher, von anderer Seite her bereits gegeben sein und es ist eine Ver-
kehrung des Richtigen, wenn man unternimmt, die letzteren Begriffe auf den Be-
griff ,Umfang eines Begriffs‘ zu griinden.“ [ Cantor 1885, col. 728]

Die Referenz ,,§ 53 ist [Ueberweg 1882, p. 140f.].

Da Frege die relationale Definition von Michtigkeit fiir ,gleichzahlig” ver-
wendet, ist Cantors logischer Einwand nicht giiltig, und dies erweckt den Ein-
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druck, dass Cantor Frege falsch gelesen hat. Frege wiederholte seine Definition
in seiner Antwort auf Cantors Rezension von 1885, um, wie er schreibt, ein Mis-
sverstindnis zu kldren [Frege 1967, p.112]. Eine unterschiedliche Interpretation
von Cantors Rezension findet sich in [ Tait 1996 ]: Cantor konnte hier auf seine
Entdeckung von 1883 hinweisen, dass der Begriff , transfinite Zahl® eine ,abso-
lut unendliche® Extension besitzt und daher quantitativ unbestimmt ist. Wir
werden in Abschnitt C eine Passage aus dem unverdffentlichten Cantorschen Ar-
tikel von 1884 diskutieren, die zeigt, dass Cantor das Phinomen des ,,absolut Un-
endlichen® zu dieser Zeit beschiftigte. Damit ldsst sich gegen die Interpretation
des ,,Missverstindnisses“ von Freges Anzahlbegriff argumentieren. Andererseits
scheint jede derartige Lesart den Text der Rezension zu iiberladen. Die Rezen-
sion erschien in einem literarischen Journal und wir diirfen annehmen, dass sie
als allgemeinverstindlich intendiert war.

In seiner Rezension bringt Cantor auch eine Version seines eigenen Michtig-
keitsbegriffs:

Cantor (1885): ,Ich halte es daher auch nicht fiir zutreffend, wenn der Ver. in §85 die
Meinung ausspricht, dasjenige, was ich ,Michtigkeit‘ nenne, stimme mit dem tiberein,
was er ,Anzahl‘ nennt. Ich nenne ,Michtigkeit eines Inbegriffs oder einer Menge von
Elementen‘ (wobei letztere gleich- oder ungleichartig, einfach oder zusammengesetzt
sein konnen) denjenigen Allgemeinbegriff, unter welchen alle Mengen, welche der
gegebenen Menge dquivalent sind, und nur diese fallen.“ [ Cantor 1885, col. 728/729]

Hier hat Cantor recht, unabhingig davon, ob er Freges Anzahl-Definition mis-
sverstanden hat oder nicht. Cantor erldutert seinen ,Allgemeinbegriff* nicht
weiter, aber ist es geht klar aus seinen fritheren und spiteren Schriften hervor,
dass er Freges extensionale Definition der Michtigkeit ablehnt (und folglich fun-
damentale Unterschiede zu seiner eigenen Definition sieht).

Frege wiederholte in seiner Antwort auf Cantors Rezension (und zudem weni-
ger eindeutig in seiner eigenen Rezension von 1892), dass Cantors Kardinalzahl-
definition von 1885 mehr oder weniger seine eigene sei [ Frege 1967, p.112].
Viele Autoren stimmen hier mit Frege tiberein (sieche etwa [ Zermelo 1932,
p-441f], [Scholz / Schweitzer 1935, p.17], [ Fraenkel 1961, p.61], [ Felgner
2002, p. 634f]). Wir mochten dagegen fiir eine andere Bewertung argumentie-
ren. In seiner Antwort auf Cantors Rezension schreibt Frege:

Frege (1967): ,,Die Abweichung, dafl Herr Cantor ,Allgemeinbegriff* sagt, wo ich ,Um-
fang des Begriffs‘ sage, erscheint ... als eine Unwesentliche® [Frege 1967, p. 112].

Die Abweichung ist, wie das Phinomen der echten Klassen zeigt, alles andere als
unwesentlich. Cantors Allgemeinbegriff setzt die antike und scholastische Tradi-
tion fort, und diese traditionellen Allgemeinbegriffe sind keine Begriffsumfinge.
Cantors Kardinalzahldefinition der Rezension von 1885 ist ein Fragment der
Definition von 1895, aber keine wirklich verschiedene Definition. Cantors Kar-
dinalzahldefinitionen vor 1885 unterstiitzen dieses Sicht (siehe Abschnitt C).
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Frege rezensierte umgekehrt Cantors Abhandlung ,,Zur Lehre vom Transfini-
ten“ aus dem Jahr 1890. Diese Abhandlung enthilt Essays, die zwischen 1886
und 1886 in einem philosophischen Journal erschienen waren. Die Rezension
von Frege ist sehr scharf, und er beschwert sich darin iiber Cantors Rezension
seines eigenen Buches. Zudem kritisiert er Cantor erneut fiir seine Kardinalzahl-
definition. Sie stimmt nun, mit kleineren Abweichung, mit der finalen Version
von 1895 iiberein:

Frege (1892): ,Wenn Herr Cantor meine ,Grundlagen der Arithmetik‘ nicht nur rezen-
siert, sondern auch mit Nachdenken gelesen hitte, so wiirde er viele Fehler vermieden
haben ... Herr Cantor wiederholt (S. 13) eine Definition als sein geistiges Eigentum,
die er in der Rezension meines Buches gegeben hatte. Sie schien mir damals von mei-
ner eignen nur unwesentlich in den Ausdriicken verschieden zu sein, was ich auch in
einer Erwiderung aussprach, und ich konnte denken, er sei durch eigne Arbeit zu we-
sentlich gleichem Ergebnisse gelangt wie ich selber. Jetzt sehe ich, daff die in meinem
Buche ausgesprochenen Wahrheiten doch nicht so auf der Strafie lagen, daff man sich
nur zu biicken brauchte, um sie sich anzueignen. Herr Cantor gibt nimlich noch an-
dere Definitionen (S. 23 und S. 56), die zeigen, daf} er noch ganz auf einem veralteten
Standpunkte steht.“ [Frege 1967, p.164 ]

Dies ist zweideutig formuliert: Wirft Frage Cantor ein Plagiat vor? Oder be-
hauptet er lediglich, dass Cantor eine Definition verwendet, die ihm altmodisch
erscheint? Die Antwort scheint ein ,ja“ auf beide Fragen zu sein. Das ja auf die
erste Frage wird durch das sarkastische ,,als sein geistiges Eigentum® und ,,an-
dere Definitionen® gestiitzt. Das ,ja“ auf die zweite Frage durch ,,damals“ and
sjetzt sehe ich®.

Frege fihrt mit einer Kritik an der Cantorschen ,,Abstraktion® und seinen
,Einheiten fort:

»--. Er verlangt unmogliche Abstraktionen und ist im unklaren dariiber, was unter
,Menge‘ zu verstehen ist ... Nur um meine Behauptung nicht ganz ohne Begriindung zu
lassen, fithre ich an, daf§ hier natiirlich wieder jene ungliicklichen Einsen vorkommen, die
verschieden sind, obgleich sie sich voneinander durch nichts unterscheiden ...

Was nun die Ordnungszahlen und Ordnungstypen anbelangt, so kann ich ihre Be-
griindung, die Herr Cantor gibt, ebensowenig wie die der Kardinalzahlen als ausrei-
chend anerkennen. Er gibt an, wie man abstrahieren miisse, um sie zu erhalten. Aber
eine solche Angabe kann nicht als Definition gelten; denn entweder wird das zu Defi-
nierende dabei dabei als bekannt vorausgesetzt, oder es wird nicht eindeutig bestimmt,
falls die Abstraktion iiberhaupt ausfiihrbar ist, und das ist sie hier nicht einmal. Auch ist
das Wort ,abstrahieren’ ein psychologischer Ausdruck, der als solcher in der Mathema-
tik zu vermeiden ist. Damit will ich aber nicht leugnen, daf§ sich das, was Herr Cantor
fassen will, einwandfrei definieren lasse. Welche Bedeutung die Ordnungstypen fiir die
Mathematik dann erhalten wiirden, lifit sich wohl noch nicht iibersehen. Vielleicht ge-
winnen sie einen engern Zusammenhang mit der iibrigen Mathematik und wirken be-
fruchtend auf sie ein. Ich mochte das nicht fiir ausgeschlossen halten.“ [Frege 1967,
p. 164f]
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Dass Cantor, der zu diesem Zeitpunkt die Mengenlehre der reellen Zahlen zu einer
Theorie mit enormer Wirkungsgeschichte ausgebaut hatte und dartiber hinaus das heu-
tige Bild der Ordinal- und Kardinalzahlen einschliefflich des Phinomens der echten Klas-
sen klar vor Augen hatte, als altmodischer Herr gezeichnet wird, der im Gegensatz zu
Frege leider immer noch nicht so recht weif}, was eine ,Menge“ ist, kann unkommentiert
bleiben. Frege diskrediert sich hier selbst. Wie gut, dass es die Mathematik gibt.

Die meisten Mathematiker reagierten weniger kritisch auf Cantors Ordinal-
und Kardinalzahlen (vgl. [Ziehen 1917, p.23{]). Sie untersuchten den mathema-
tischen Reichtum dieser Begriffe, die durch Cantors Arbeiten tiber ,unendliche
Punktmannigfaltigkeiten® in den 1880er Jahren offenbar wurden.

Mathematische Struktur kann und darf, wie wir bereits oben argumentiert ha-
ben, ohne formale Definitionen entdeckt und untersucht werden. Wenn das
kleine ,,dann® im drittletzten Satz der zitierten Passage als Forderung zu verste-
hen ist, dass ein Begriff prizise definiert werden muss, bevor ihm eine wichtige
Stellung in der Mathematik zukommt, so ist es schidlich fir die Mathematik.
Wie viel wire verloren gewesen, hitten die mathematischen Journale Cantors
und spiter auch Hausdorffs Arbeiten abgelehnt, weil sie keine prizisen Definiti-
onen von Kardinalzahlen, Ordinalzahlen und Ordnungstypen enthielten. Die
nichterfolgte Veroffentlichung der einen Cantorschen Arbeitvon 1884 hat schon
genug Schaden angerichtet. Man kann Frege zugutehalten, dass er durch Can-
tors Rezension seines Buches verletzt war. Der sehr polemische Entwurf zu sei-
ner ,Retour-Rezension® unterstiitzt den Eindruck, dass Freges Reaktion emo-
tional aufgeladen war [Frege 1983, p.79£]. Und schliefilich hat der Abschluss der
zitierten Passage einen vershnlichen Ton.

1903 - Russells ,,Principles of Mathematics*

In seinen ,,Principles of Mathematics“ diskutiert Bertrand Russell in Kapitel X
» The Contradiction® die heute nach ihm benannte Paradoxie. Sie zeigt, dass das
volle Komprehensionsschema inkonsistent ist. Eine inkonsistente Instanz des
Schemas ist die ,,Russell-Klasse

R ={xIxe¢x}

Zermelo hat diese Paradoxie unabhingig von Russell entdeckt [ Ebbinghaus
2007, p. 45f].

Im folgenden Kapitel XI ,,Definition of Cardinal Numbers“ kritisiert Russell
»definitions by abstraction” wie sie in den Schriften von Peano zu finden sind
(vgl. [Scholz / Schweitzer 1935, p.35f] zu Peanos Definitionen durch Abstrak-
tion). Russell schligt vor:

Russell (1903): ,,The other remedy is more practicable, and applies to all the cases in which
Peano employs definition by abstraction. This method is, to define as the number of
a class the class of all classes similar to the given class. Membership of this class of clas-
ses (considered as a predicate) is a common property of all the similar classes and of no
others; moreover every class of the set of similar classes has to the seta relation which
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it has to nothing else, and which every class has to its own set. Thus the [above] condi-
tions are completely fulfilled by this class of classes, and it has the merit of being deter-
minate when a class is given, and of being different for two classes which are not simi-
lar. This, then, is an irreproachable definition of the number of a class in purely logical
terms.“ [Russell 1903, p.115]

Dies ist die Frege-Russell-Definition einer Kardinalzahl (deren Idee, wir oben
bei Cantors Verweis auf Ueberweg gesehen haben, schon linger im Umlauf war).
Fiir eine beliebige Menge setzen wir

IMIFR = (NI INI = IMI }.

In ZFC ist die Klasse |MI™ in allen nichttrivialen Fillen echt (fir M = O ist
IMlgg ={0}). Denn fiir M # O hat die Klasse Elemente beliebig mit beliebig ho-
hem Rang in der von Neumann Hierarchie, sodass sie keine Menge ist. Tatsich-
lich gentigen das Paarmengenaxiom, das Aussonderungsschema und das Vereini-
gungsaxiom,u m zu zeigen, dass die Frege-Russell Kardinalzahl Eins nicht exi-
stiert, d.h.

E = {{x}Ix=x}

ist kein Objekt der Theorie. (Hier um im Folgenden bedeutet ,,{ x | $(x) } exi-
stiert“s y Ox (x ey « ¢(x)).) Denn andernfalls wiirde

R=U{{x}eE Ix¢x}

nach Aussonderung und Vereinigung existieren. Da das Paarmengenaxiom fiir
alle x die Existenz der Einermenge { x } garantiert, folgt

R ={xIxe¢x}

Aber die Russell-Klasse { x | x ¢ x } existiert in keiner Axiomatik der e-Sprache
(sie ist rein logisch).

Ironischerweise konnen wir also gegen Russells Selbstbewertung einer ,irre-
proachable definition of a cardinal“ doch einen logischen Einwand vorbringen:
Sie ist inkonsistent, wie durch Russells logisch einwandfreie Analyse der Kom-
prehension gezeigt wird. Die Probleme der Russell-Frege-Definition wurden
bereits 1905 von Hausdorff in seiner Rezension der ,,Principles“ angesprochen
[Hausdorff 1905]. Russell hat spiter siene Typentheorie verwendet, um die Wi-
derspriiche seiner Kardinalzahldefinition zu vermeiden.

Die Russell-Frege-Definition lisst sich in der modernen Mengenlehre durch
Scotts Trunkierungsmethode interpretieren: Echte Klassen konnen mit Hilfe
der von Neumann-Hierarchie uniform zu Mengen zuriickgeschnitten werden.
Das Heilmittel von Frege-Russell zum formal untadeligen Umgang mit allerlei
Abstraktionen funktioniert, aber nur in einer verfeinerten Version innerhalb ei-
nes einigermafien starken axiomatischen Rahmens. Es steht auch diesem Ansatz
- wie den Cantorschen Kardinalzahlen - zu, erst entdeckt und untersucht und
erst spiter prizisiert bzw. repariert zu werden. Die Bewertung der Untadeligkeit
sollte man aber vielleicht besser anderen tiberlassen.
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B4. Der Weg zu den modernen Definitionen

1900 /1901 - Friithe Vereinfachungen von Cantors Definition

Unbeeindruckt von Freges Kritik folgten die Mengentheoretiker in den zwei
folgenden Jahrzehnten Cantors Abstraktion. Dabei lisst sich eine kontinuierli-
che Reduzierung der Definition beobachten. Speziell wurden die Cantorschen
Einsen entfernt. Wir diskutieren verschiedene Beispiele.

Arthur Schoenflies bereinigt bereits 1900 in seinem ,,Bericht“ Cantors Defini-
ton:

Schoenflies (1900): ,,Michtigkeit von M heifit der Allgemeinbegriff, der aus M dadurch
hervorgeht, dafi von der Beschaffenheit und Ordnung der Elemente abstrahiert wird.”
[Schoentflies 1900, p. 4]

In den Notizen von Zermelo zu seiner Mengenlehre-Vorlesung im Winter
1900/1901 in Gottingen (wohl der ersten Vorlesung dieser Art tiberhaupt) findet
sich eine durchgestrichene Definition von Kardinalzahl und eine verbesserte
Version:

Zermelo (1900/01): ,,Abstrahiert [man] bei einer vorgelegten Menge von der Beschaffen-
heit und der Anordnung ihrer Elemente bei festgehaltener Verschiedenheit, so heifit

¢«

der entstehende Allgemeinbegriff die ,Michtigkeit der Menge‘.“ [ Durchgestrichen]

»Die Michtigkeit oder Cardinalzahl einer Menge entsteht durch Abstraktion, indem
man absieht von jeder Beschaffenheit und Anordnung der Elemente, bei festgehalte-
ner Verschiedenheit.“ [verbesserte Version] [ Zermelo 1900/01 ]

Das Notizbuch ist skizzenhaft, voller spiterer Zusitze und zum Teil in einer
heute kaum mehr lesbaren Kurzschrift verfasst (vgl. [ Ebbinghaus 2007], [ Deiser
2010]). Im Gegensatz zu Schoentflies verschwindet ,,Allgemeinbegriff* in der
zweiten Version bei Zermelo. Es gibt keine Einheiten, die Abstraktion ist geblie-
ben. Was genau sie hinterlisst, bleibt unklar. Die Korrektheitseigenschaft wird
von Zermelo ohne Beweis festgehalten. Bei Schoenflies erscheint sie als Defini-
tion der Gleichheit zweier Kardinalzahlen.

Cantors Definition in ihrer reduzierten Form ,,durch Abstraktion® wurde zu
Beginn des 20. Jahrhunderts oft wiederholt. Der Begriff einer Kardinalzahl
schien sich dabei nicht weiterzuentwickeln. In Hessenbergs Abhandlung
»,Grundbegriffe der Mengenlehre® von 1906 wird Cantors Abstraktionsprozess
nicht erwihnt. Kardinalzahlen sind unmittelbar nach der relationalen Definition
der Gleichmichtigkeit zweier Mengen einfach vorhanden, und Analoges gilt fiir
Ordinalzahlen [ Hessenberg 1906, §§ 11, 16, 24, 31, 39, 40, 50]). Ein gewisses
Problembewusstsein wird in folgender Passage sichtbar:
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Hessenberg (1906): ,Eine Ordnungszahl pist als gegeben anzusehen, wenn eine Menge M
bekannt ist, der sie zukommt. Die Aussage, dafi eine Menge N nach der Zahl p oder
dem Typus P geordnet sei, behauptet dann nichts anderes, als dafi N zu M dhnlich ist.”
[Hessenberg 1906, §40]

In seinem Aufsatz zur Mengenlehre von 1913 definiert Hessenberg informal
den Typ eines Objekts bzgl. einer Aquivalenzrelation als die Menge all derjeni-
gen Eigenschaften, die alle zu x dquivalenten Objekte y erfiillen. Er gesteht ein,
dass eine logisch untadelige Formulierung des Abstraktionsaktes fehlt, dass es
aber unschidlich und bequem sein, mit Typen zu arbeiten [ Hessenberg 1913,
p-71].

Die mengentheoretischen Paradoxien waren zu dieser Zeit in aller Munde,
und manchmal wurden Zweifel laut, ob der Begrift einer Kardinalzahl tiber-
haupt sinnvoll sei. Solche Zweifel finden sich 1906 im Buch ,, The Theory of
Sets of Points“ von William und Grace Young. In einer Fufinote, die die rela-
tionale Definition der Michtigkeit ziert, heifit es:

W. Young/ G. Young (1904): ,,it must be emphasized that there are difficulties in accepting
the statement that every set has a potency ... While this question is unsettled, Cantor’s
[general diagonalization argument showing] that there is no greatest potency ... can-
not be regarded as convincing.“ [ Young /Young 1906, p.147]

Warum Cantors Argument nicht iiberzeugt bleibt unklar. Die ungelosten Para-
doxien wirken bedrohlich.

1908 /1915 - Zermelos Axiomatik und eine Ordinalzahl-Definition

Zermelos erste Axiomatik von 1908 - eine nicht formalisierte Version von
ZFC ohne Ersetzungsschema und Fundierungsaxiom - behandelt die grundle-
gende Theorie der relationalen Michtigkeit einschliefflich des Satzes von Can-
tor-Bernstein, dringt aber nicht zu Kardinalzahlen als Objekten der Theorie vor.
Wir wissen heute, dass das System zu schwach fiir beide modernen Definitionen
ist.

Im Jahr 1915 oder sogar frither fand Zermelo die heutigen von Neumann-Or-
dinalzahlen, publizierte aber seine Erkenntnisse nicht [Neumann 1928b, p.374,
Fufinote 2; Ebbinghaus 2007, p.133]. Zudem fehlte immer noch das Ersetzungs-
schema, das benotigt wird, um zu zeigen, dass jede Wohlordnung gleichlang zu
einer derartigen Ordinalzahl ist.

1914 /1927 - Hausdorffs ,,formaler Standpunkt*

Der niichste Schritt nach vorne kommt von Hausdorff. In seinem Klassiker
»Grundziige der Mengenlehre” von 1914 bespricht Hausdorff die Definitionen
von Cantor and Russell. Im Anschluss fiihrt er ,,Zeichen“ ein und reduziert das
Problem auf die Korrektheitseigenschaft:

© Oliver Deiser Essays zur Mengenlehre



150 2. Abschnitt  Zur Geschichte der Mengenlehre

Hausdorff (1914): ,Mengen eines Systems, die einer gegebenen Menge und damit auch
untereinander dquivalent sind, haben etwas Gemeinsames, das im Falle endlicher
Mengen die Anzahl der Elemente ist und das man auch im allgemeinen Falle die An-
zahl oder Kardinalzahl oder Michtigkeit nennt. Uber die absolute Beschaffenheit
dieses neu eingefiihrten Etwas kann man allerhand verschiedene Auffassungen hegen.
G. Cantor definiert die Michtigkeit einer Menge als den Allgemeinbegriff, der durch
Abstraktion von der individuellen Beschaffenheit' ihrer Elemente entsteht. B. Rus-
sell definiert sie geradezu als die Gesamtheit oder Klasse ,aller* mit jener Menge dqui-
valenten Mengen; dies halten wir bei der uferlosen und antinomischen Beschaffenheit
dieser Klasse fiir bedenklich. Wenn wir analoge Beispiele aus anderen Gebieten der
Mathematik heranziehen, wird die gegenwirtige Situation nicht klarer; denn wenn
wir kongruenten Punktpaaren eine gemeinsame ,Entfernung’, parallelen Geraden
eine gemeinsame ,Richtung’, dhnlichen Figuren eine gemeinsame ,Form* beilegen, so
konnen ja diese Begriffe auflerdem wirklich durch Strecken, Winkel oder Zahlen pri-
zisiert werden. Andererseits konnte man den Begriff der Michtigkeit freilich entbeh-
ren und alles auf die Betrachtung dquivalenter Mengen beschrinken, worunter aber
die Bequemlichkeit des Ausdrucks erheblich leiden wiirde. Ubrigens ist darauf auf-
merksam zu machen, daff die genannten Schwierigkeiten auch schon bei endlichen
Mengen bestehen, wo es ja an verschiedenen Auffassungen des Zahlbegriffs durchaus
nicht mangelt. Wir werden uns einfach auf den formalen Standpunkt stellen und sa-
gen: einem System von Mengen A ordnen wir eindeutig ein System von Dingen a zu
derart, daf} dquivalenten Mengen und nur solchen dasselbe Ding entspricht, d.h. daf§
aus A ~ B [IAl = |BI ] immer a = b folgt und umgekehrt. Diese neuen Dinge oder
Zeichen nennen wir Kardinalzahlen oder Michtigkeiten; wir sagen: A hat die Mich-
tigkeit a, A ist von der Michtigkeit a, a ist die Michtigkeit von A, wohl auch (indem
wir a als Zahlwort verwenden) A hat a Elemente.“ [Hausdorff 1914, p.46]

Die hier ausgelassene Fufinote 1) erwihnt, dass Cantor ebenfalls von Ordnung
absieht, was hier nicht gebraucht wird, da er eine Ordnung nicht als urspriingli-
chen Bestandteil des Mengenbegriffs ansieht.

Ordnungstypen von linearen Ordnungen werden analog eingefiihrt [ Haus-
dorff 1914, p.73]. Auch hier begniigt sich Hausdorft mit korrekten Zeichen.

Hausdorffs ,Mengenlehre“ aus dem Jahr 1927 ist eine umgearbeitete Version
der Grundziige ,,Grundziige“. Das Buch ist deutlich kiirzer, enthilt aber auch
neues Material, vor allem zur deskriptiven Mengenlehre. Die Einfithrung der
Kardinalzahlen liest sich hier so:

Hausdorff (1927): ,,... wir ordnen jeder Menge A ein Ding a zu derart, daf§ dquivalenten
Mengen und nur solchen dasselbe Ding entspricht:

a=D0b soviel wie A~ B.

Diese neuen Dinge nennen wir Kardinalzahlen oder Michtigkeiten ...

Diese formale Erklirung sagt, was die Kardinalzahlen sollen, nicht was sie sind.
Prignantere Bestimmungen sind versucht worden, aber sie befriedigen nicht und sind
auch entbehrlich. Relationen zwischen Kardinalzahlen sind nur ein bequemer Aus-
druck fiir Relationen zwischen Mengen: das ,Wesen‘ der Kardinalzahl zu ergriinden
miissen wir der Philosophie iiberlassen.” [Hausdorff 1927, § 5]
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Vorbildlich ist hier die Eloquenz (mit einem Seitenhieb auf Arbeiten wie [ Du-
bislav 1927, p.31f]). Wihrend Hausdorffs Standpunkt 1914 tiberzeugend oder
zumindest akzeptabel war, wirkt er 1927 wie eine Pflichtvernachlissigung. Es
liegt ein mathematisches Problem vor, das nichts mit einer philosophischen De-
batte zu tun hat: Wie definieren wir die Symbole uniform, sodass zwei Mengen
genau dann das gleiche Symbol erhalten, wenn sie gleichmichtig sind? Haus-
dorff machte es klarer als irgendeiner vor ihm, dass diese Korrektheit das einzige
ist, was wirklich gebraucht wird. Er reduzierte das Problem auf die Frage nach ei-
ner Kardinalzahldefinition im Sinne des ersten Abschnitts. Aber er war an einer
Losung nicht interessiert. Dass 1914 eines der grofien Biicher der mathemati-
schen Literatur die Mengenlehre (einschliefSlich der Topologie und Mafitheorie)
in informaler Weise weit nach vorne brachte ist eine grofiartige Errungenschaft.
Hausdorff hielt sich aus der Seeschlacht um die Paradoxien heraus und um-
schiffte sie mit einer Fiille an neuer Mathematik und geschliffener Rhetorik.
Analoges gilt 1927 fiir die deskriptive Mengenlehre. Aber die gekiirzte und unbe-
kiimmerte Diskussion der Kardinalzahlen von 1927 und ihre unverinderte Form
in der dritten Auflage von 1935 ist bedauerlich. John von Neumanns Artikel, der
die heute nach ihm benannten Ordinalzahlen einfiihrte, war bereits 1923 er-
schienen. Er bildet eine Wasserscheide fiir jede Behandlung von Ordinal- und
Kardinalzahlen.

1923 /1928 - John von Neumanns Ordinal- und Kardinalzahlen

John von Neumanns Artikel ,,Zur Einfihrung der transfiniten Zahlen“ von
1923 beginnt mit den Worten:

von Neumann (1923): ,Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist: den Begriff der Cantorschen
Ordnungszahl eindeutig und konkret zu fassen.

Dieser Begriff wird nach Cantors Vorgang gewohnlich als ,Abstraktion einer ge-
meinsamen Eigenschaftaus gewissen Klassen gewonnen. Dieses etwas vage Verfahren
wollen wir durch ein anderes auf eindeutigen Mengenoperationen beruhendes, erset-
zen. Das Verfahren wird in den folgenden Zeilen in der Sprache der naiven Mengen-
lehre dargestellt werden, es bleibt aber (im Gegensatz zu Cantors Verfahren) auch in
einer ,formalistischen‘, axiomatisierten Mengenlehre richtig. So behalten unsere
Schliisse auch im Rahmen der Zermeloschen Axiomatik (wenn man das Frinkelsche
Axiom hinzufiigt) volle Geltung.“ [Neumann 1923, p.92; hier ohne Fufinoten wie-
dergegeben.]

Von Neumann definiert Ordinalzahlen wie folgt. Sei M eine wohlgeordnete
Menge. Eine Funktion f auf M heifit eine Zihlung von M, falls gilt:

fx) = {f(y) | y <x} firallexeM

Ist f eine Zihlung von M, so heifit { {(x) | x e M } eine Ordnungszahl von M. Von
Neumann beweist, dass Ordnungszahlen eindeutig bestimmt sind. Und dass ein
o genau dann eine Ordnungszahl ist, wenn a durch die echte Inklusion wohlge-
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ordnetwirdund zudem B ={yea | y < B} firalle § € a gilt. Es ist leicht nachzu-
weisen, dass diese Charakterisierung dquivalent zu

»0 ist transitiv und wohlgeordnet durch €

ist. Damit ist die heutige Definition der Ordinalzahlen gefunden. Als wichtige
Anwendung beweist von Neumann den transfiniten Rekursionssatz und betont
dabei den Einsatz des Ersetzungsschemas.

Der Artikel von 1923 diskutiert keine Kardinalzahlen. Aber die Mengen

W@ = {BIB<a}

mit Cantorschen Ordinalzahlen wurden in der damaligen Literatur hiufig her-
angezogen. Ordinalzahlen o mit der Eigenschaft

IWPB)!I <IW(a)l firalle <a

waren als Anfangszablen bekannt. Die Begriffsbildungen gehen auf Cantor zu-
riick, Hausdorff fithrte die W(a)-Notation ein und untersuchte die Eigenschaf-
ten der Wohlordnungen W(a) [Hausdorff 1914, p. 104, 122f]. Wir werden in
Abschnitt C sehen, dass Cantor bereits 1883 Mengen von Ordinalzahlen ver-
wendet hat, um Reprisentanten fiir Michtigkeiten wohlgeordneter Mengen zu
erhalten.

Von Neumann schreibt, dass er eine exakte Ordinalzahldefinition anstrebt, die
die Eigenschaft W(a) = a fir alle a besitzt [Neumann 1923, p.90]. Bei Verwen-
dung der von Neumann Ordinalzahlen sind die Anfangszahlen nichts anderes als
die heutigen ZFC-Kardinalzahlen. Damit war zumindest implizit klar, dass nun
auch eine reprisentierende Kardinalzahldefinition vorliegt - vorausgesetzt, jede
Menge lisst sich wohlordnen. Explizit erscheint eine derartige Kardinalzahldefi-
nition zuerst in von Neumanns Artikel ,,Die Axiomatisierung der Mengenlehre®
von 1928, der seinerseits auf seiner Dissertation von 1925 beruht. Hier finden
wir:

von Neuwmann (1928): ,In der ;naiven‘ Cantorschen Mengenlehre wird zuerst der Begriff
der ,Michtigkeit® definiert als das einer Klasse untereinander dquivalenter Mengen
gemeinsame Merkmal; sodann der Begriff des ,Alephs‘ oder der ,Kardinalzahl‘ als
Michtigkeit einer wohlgeordneten Menge; und schliefilich der der ,Anfangszahl‘ als
die kleinste einem gegebenen Aleph dquivalente Ordnungszahl.

Da in unserem Systeme der Wohlordnungssatz bewiesen ist (Satz 55), so fallen die
Begriffe ,Michtigkeit‘ und ,Aleph‘ bzw. ,Kardinalzahl‘ jedenfalls zusammen (wenn sie
einmal irgendwie definiert sind), und die unter diesen Begriff fallenden Dinge sind
den ,Anfangszahlen‘ eineindeutig zugeordnet. In Anbetracht dieser Lage werden wir
bei der Definition der genannten Begriffe noch um einen Schritt weitergehen und alle
vier kurzweg identifizieren. Wir definieren niamlich:

Definition. Wir nennen eine Ordnungszahl P eine Kardinalzahl (oder: Anfangs-
zahl, Aleph, Michtigkeit), in Zeichen: P KZ, wenn fiir kein Q OZ [OZ = Ordinal-
zahl], Q<P, Q=P [1QI = IPI] ist.“ [Neumann 1928, p. 731]
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Genau ein halbes Jahrhundert liegt zwischen Cantors erster relationaler Defi-
nition der Michtigkeit und der reprisentierenden Kardinalzahldefinition von
von Neumann.

In einem weiteren Artikel von 1928 hilt von Neumann fest, dass die Definitio-
nen durch Abstraktion in einem formalisierten System nicht anwendbar sind:

von Neumann (1928): ,,Die seit Cantor tibliche (und bis zum scharfen Auftreten der Kritik
der Mengenlehre riicksichtslos geiibte) Definition der Ordnungszahlen durch Ab-
straktion einer Eigenschaft gewisser Mengen (nimlich aller, die einer gegebenen
wohlgeordneten Menge dhnlich sind) ist in einer formalistischen Mengenlehre jeden-
falls ginzlich unbrauchbar, und auch in der naiven Mengenlehre wire ihr wohl eine
direkte, eigentliche Definition (die die Ordnungszahlen als wohldefinierte Mengen
eindeutig festlegt) vorzuziehen.“ [Neumann 1928b, p.373f]

Zusammenfassend: Eine Objektdefinition von Ordinal- und Kardinalzahlen ist
einem formen System unerlisslich und auch innerhalb der naiven Mengenlehre
wiinschenswert.

Von Neumanns Losung wurde nicht sogleich allgemein akzeptiert und wert-
geschiitzt. Einige blieben skeptisch. Abraham Fraenkels dritte Auflage seiner
yEinleitung in die Mengenlehre” von 1928 enthilt eine umfangreiche Diskus-
sion des informalen Ansatzes und seiner Kritik [ Fraenkel 1928, p. 57 - 60].
Fraenkel verteidigt die informale Verwendung von Kardinalzahlen, und betont
dabei einmal mehr, dass sich jede Aussage tiber Kardinalzahlen in eine Aussage
iiber Mengen und Bijektion tibersetzen ldsst. Am Ende der Diskussion zitiert er
die Einfithrung der Kardinalzahlen durch von Neumann 1928, fiigt aber hinzu,
das es im Allgemeinen fiir die Mengenlehre nicht notig sei, Kardinalzahlen als
Mengen einzufithren [ Fraenkel 1928, p. 60]. Da das Buch im gleichen Jahr wie
die beiden von Nuemanschen Arbeiten erschienen ist, konnte man versucht
sein, dies als einem Verweis auf ein gerade erst erschienenes Ergebnis zu wer-
ten. Doch auch in Fraenkels zweiter Auflage von ,Abstract Set Theory® von
1961 ist es nicht anders: Das Buch enthilt eine aktualisierte ,analysis of the
concept of a cardinal“, von Neumanns Losung wird aber erneut nur beildufig
erwihnt [ Fraenkel 1961, p.61f].

Im Gegensatz hierzu bezieht sich Dana Scott bereits 1955 auf von Neumanns
Definition mit den Worten ,as it is customary” (siche das Zitat unten). Heute ist
von Neumanns Definition der Ordinal- und Kardinalzahlen ein ein fester Be-
standteil der axiomatischen Mengenlehre. Hausdorffs informaler Zugang von
1914 ist noch immer, in der einen oder anderen Form, in Lehrbiichern der Alge-
bra, Topologie usw. lebendig, die auf eine elementare Kardinalzahlarithmetik
nicht verzichten méchten. Kardinalzahlen werden als Zeichen mit Betonung der
Korrektheitseigenschaft eingefithrt — mit einer Fufinote, dass eine formal befrie-
digende Definition innerhalb der axiomatischen Mengenlehre méglich ist. Da
eine solche Losung moglich, aber nicht trivial ist, ist diese Vorgehen sicherlich
natiirlich. Die Mengenlehre dient der Mathematik als Fundament. Nicht jeder
muss hier alles kennen. Das ist mit natiirlichen Zahlen genauso wie mit unendli-

chen Kardinalzahlen.
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Uberblicken wir die gesamte Entwicklung, so stechen die drei sehr unter-
schiedliche Ansiitze von Cantor, Hausdorff und von Neumann heraus. Von
Neumanns Losung lisst sich als ,modern, genial, technisch®, beschreiben, der
durch Hausdorff reprisentierte Zwischenschritt als ,einfach, pragmatisch, un-
beirrt“, und Cantors Zugang als ,romantisch, traditionsbewusst, philoso-
phisch®.

1955 - Scotts Trunkierungsmethode

Scott hat seine Methode der Trunkierung echter Klassen 1955 auf einem Tref-
fen der American Mathematical Society in Vancouver vorgestellt. Das Ergebnis
wurde in Form einer Zusammenfassung (abstract) mit dem bezeichnenden Titel
»Definitions by abstraction in axiomatic set theory veréffentlicht. Die Zusam-
menfassung enthilt eine Darstellung der allgemeinen Methode. Kardinalzahlen
werden als ihre wichtigste Anwendung genannt:

Scott (1955): ,,Applications: It is customary to identify the cardinal number of a set with
the least ordinal with which the set s cardinally equivalent; thus the axiom of choice is
required to show that every set has a cardinal. But let ¢(x, y) be a formula expressing
the cardinal equivalence of x and y. Define the cardinal of x as {(x) [ = ,,die Rang-Trun-
kierungvon {y | ¢(x,y) }]. [Die Eigenschaften dieser Definition] ... are sufficient for
an adequate notion of cardinal number. Thus the axiom of choice is unnecessary in this
context. Similar remarks apply to relation types and isomorphism types.“ [Scott 1955,
p-442]

Scotts Methode nimmt bis heute einen wichtigen Platz in der axiomatischen
Mengenlehre ein. Ein Beispiel ist die Definition einer Ultrapotenz auf dem
Mengenuniversum (vgl. etwa [ Kanamori 1994, p.47]). Es spielt zudem eine
Schliisselrolle im Beweis des Kollektionsschemas. Dieses besagt: Ist y eine
Menge und sind C,, x €y, nichtleere Klassen, so gibt es eine Menge z, sodass fiir
allexeygiltz n C, #0.Zum Beweis: Die Vereinigung aller Rang-Trunkierun-
gen der Klassen C,, x ey, ist ein z wie gewiinscht.
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C. Cantors Michtigkeiten und Kardinalzahlen vor 1895

Fiir Leser mit Freude an historischen Feinheiten verfolgen wir nun noch
Cantors Verwendung von ,Michtigkeit“ und , Kardinalzahl“ in chronologi-
scher Form. Wir beginnen mit dem ,,Geburtstag” der Mengenlehre:

1874 - Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

In einem Brief an Dedekind vom 29. November 1873 wirft Cantor die Frage
auf, ob die reellen Zahlen in eine 1-1-Korrespondenz mit den natiirlichen Zah-
len gebracht werden kénnen [ Cantor 1991, p.31]. Weniger Tage spiter - in ei-
nem Brief 7. Dezember 1873 zeigt Cantor, dass dies nicht méglich ist [ Cantor
1991, p.35f]. Ein vereinfachter Beweis dieses grundlegenden Ergebnisses er-
scheint in ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen® 1874. Der Begriff ,,Michtigkeit oder ein relationaler Vergleich zweier
Mengen mit Hilfe von Bijektionen findet sich hier noch nicht.

1878 - Die allgemeine relationale Definition

Cantor verfolgte die Frage nach 1-1-Korrespondenzen weiter. In Briefen an
Dedekind vom 5. Januar 1874 und 18. Mai 1874 stellt er die Frage, ob es eine Bi-
jektion zwischen der Linie R und der Ebenen R* gibt [ Cantor 1991, p.38, 40].
Drei Jahre spiter findet er zu seiner Uberraschung, dass die Antwort ,ja“ ist. Er
teilt seine Entdeckung Dedekind in einem Brief vom 20. Juni 1877 mit [ Cantor
1991, p. 41]. Dedekind findet eine Liicke im Argument. Cantor konnte den Be-
weis verbessern und das Ergebnis wurde in ,,Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeits-
lehre“ von 1878 veroffentlicht. Diese Arbeit beginnt mit der relationalen Defini-
tion der Michtigkeit:

Cantor (1878): ,,Wenn zwei wohldefinirte Mannigfaltigkeiten M und N sich eindeutig
und vollstindig, Element fiir Element, einander zuordnen lassen (was, wenn es auf
eine Art moglich ist, immer auch noch auf viele andere Weisen geschehen kann), so
moge fiir das Folgende die Ausdrucksweise gestattet sein, dass diese Mannigfaltigkei-
ten gleiche Michtigkeit haben, oder auch, dass sie dquivalent sind.“ [ Cantor 1878,
p.242]

Die Passage fihrt mit der Behauptung fort, dass zwei Mengen stets in ihrer
Michtigkeit vergleichbar seien (also dem aus heutiger Sicht zum Auswahlaxiom
dquivalenten Vergleichbarkeitssatz). Am Ende der Arbeit notiert Cantor seine
Paarungsfunktion 10: N* — N als Polynom. Zudem formuliert er die Kontinu-
umshypothese. Sein Hauptresultat IR = IR 1% ist der Beginn der Untersuchung
des Dimensionsbegriffs.

Cantor gibtin seiner Arbeit keine Definition von ,,Michtigkeit einer Menge®,
aber bereits 1878 spricht er von Michtigkeiten so, als hiitte er sie als Objekte de-
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finiert. Einmal spricht er beispielsweise von der kleinsten unendlichen Michtig-
keit [ Cantor 1878, p. 243 ]. Das folgende Zitat enthilt ein zweites Beispiel.

Die Definitionen von IM| = IN| und IM| <IN/ fiithren in der Tat schnell zu
einer intuitiven Anschauung von ,,Michtigkeit“ an sich, die auch sprachlich weit-
aus einfacher zu verwenden ist als die relationale Form. Die endlichen Zahlen
tragen zu diesem psychologischen Prozess bei. Aber auch ohne diesen Riickhalt
ist die ,,Abstraktionsfihigkeit des menschlichen Geistes“ zu beobachten. Ein
Vergleich ,leichter/gleichschwer/schwerer” zweier Objekte mit einer Waage
fithrt zu einem anschaulichen Begriff ,,Gewicht®, etwa in Formulierungen wie
»Das Gewicht dieses Steins ist zu grofy um ihn zu heben.“ oder ,,Das Gewicht ei-
ner Feder.“

Cantor fihrt vor:

Cantor (1878): ,Wenn die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten endliche, d.h. aus einer
endlichen Anzahl von Elementen bestehende sind, so entspricht, wie leicht zu sehen
ist, der Begriff der Michtigkeit dem der Anzahl und folglich dem der ganzen positiven
Zabl, da nimlich zweien solchen Mannigfaltigkeiten dann und nur dann gleiche
Michtigkeit zukommt, wenn die Anzahl ihrer Elemente die gleiche ist.“ [ Cantor
1878,p.242]

Hier bringt Cantor ,,Michtigkeit” in Verbindung mit ,,Anzahl. Die Verwen-
dung von ,entspricht® ist an dieser Stelle nicht ganz klar, aber wir werden gleich
sehen, dass Cantor tatsichlich natiirliche Zahlen als spezielle Michtigkeiten an-
gesehen hat (zumindestab 1882). Zudem zeigen spitere Ausfithrungen in der Ar-
beit von 1878, dass Anzah! den ordinalen Aspekt der natiirlichen Zahlen be-
zeichnet, sodass das ,,folglich“ auf das Zusammenfallen des ordinalen und kardi-
nalen Charakters der natiirlichen Zahlen verweist.

1879 bis 1883 - Michtigkeiten in Cantors ,,Punktmannigfaltigkeiten

Im ersten Teil seiner Aufsatz-Reihe iiber Mengen reeller Zahlen von 1879
wiederholt Cantor die relationale Definition und fiigt hinzu:

Cantor (1879): ,Je nachdem nun zwei Mannichfaltigkeiten von gleicher oder verschiede-
ner Michtigkeit sind, konnen sie einer und derselben Classe oder verschiedenen Classen
zugeteilt werden. Diese allgemeinen Regeln lassen sich nun im Besondern auf die /ine-
aren Punktmengen anwenden und es zerfallen daher dieselben in bestimmte Classen; die
Punktmengen einer Classe sind alle von gleicher Michtigkeit, dagegen Punktmengen,
welche verschiedenen Klassen zugetheilt sind, verschiedene Michtigkeit haben.

Jede specielle Punktmenge kann als Reprisentant derjenigen Classe betrachtet
werden, in welche sie gehort.“ [ Cantor 1879, p.4]

Nichts deutet in dieser Passage auf eine Identifizierung von Michtigkeit mit ei-
ner Klasse gleichmichtiger Mengen hin. (Cantor verwendete die Bezeichnung
,Classe“ bereits in seinem Artikel von 1878.)
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Der zweite leil der ,,Punktmannigfaltigkeiten® von 1880 fithrt, was den
Michtigkeitsbegriff betrifft, lediglich die Notation M ~ N fiir gleichmichtige
Mengen ein [ Cantor 1880, p.356]. Der dritte Teil enthilt neue und klirende
Ausfithrungen:

Cantor (1882): ,,Auch der Miichtigkeitsbegriff, welcher den Begriff der ganzen Zahl, dieses
Fundament der Grossenlehre, als Specialfall in sich fasst und als das allgemeinste ge-
nuine Moment bei Mannichfaltigkeiten angesehen werden diirfte, ist so wenig auf die
linearen Punktmengen beschrinkt, dass er vielmehr als Attribut einer jeglichen woh/-
definirten Mannichfaltigkeit betrachtet werden kann, welche begriffliche Beschaffen-
heit ihre Elemente auch haben mégen ...

Den Ausdruck ,Michtigkeit® habe ich J. Steiner entlehnt [aus seinen Vorlesungen
iber synthetische Geometrie der Kegelschnitte] der ihn in einem ganz speciellen, im-
merhin jedoch verwandten Sinne gebraucht, um auszusprechen, dass zwei Gebilde
durch projectivische Zuordnung so auf einander bezogen sind, dass jedem Element des
einen ein und nur ein Element des andern entspricht; bei dem hier gemeinten absolu-
ten Michtigkeitsbegriff wird zwar an der gegenseitig-eindeutigen Beziehbarkeit fest-
gehalten, dagegen fiir das Gesetz der Zuordnung keinerlei Beschrinkung, namentlich
keine Beschrinkung in Bezug auf Stetigkeit und Unstetigkeit gemacht, so dass zweien
Mengen, dann aber auch nur dann gleiche Michtigkeit zugestanden wird, wenn sie
nach irgend einem Gesetze einander gegenseitig-eindeutig zugeordnet werden kon-
nen ...“ [Cantor 1882, p. 114f]

Eine Seite mit Ausfithrungen zu wob/-definiert und intern bestimmt im Anschluss an die er-
sten Piinktchen ,,...“ wurde hier nicht wiedergegeben. Sie zeigt, dass Cantor wie Dede-
kind keinen konstruktiven Ansatz verfolgte.

In der zitierten Passage wird ,,Michtigkeit® ohne weitere Erklirung als Eigen-
schaft jeder Menge bezeichnet. Bis 1887 wird Cantor schreiben, dass der Begritt
der Michtigkeit aus der relationalen Definition hervorgeht oder von ihr abhiingt
(vgl. insbesondere die Definition von 1884 unten). Die Abkehr von dieser Sicht
wie wir sie aus der Definition von 1895 kennen, wurde in klarer Form 1887
durchgefiihrt. Ab diesem Zeitpunkt sind Michtigkeiten definiert, ohne dass die
relationale Form vorab eingefiihrt sein miisste.

Cantor lisst keinen Zweifel daran, dass er den Begriff einer natiirlichen Zahl
als Spezialfall des Begriffs der Michtigkeit ansieht (vgl. das zweite Zitat oben aus
der Arbeit von 1878). Schliefilich informiert uns der Artikel iiber die Quelle des
Worts Michtigkeit. Bei Steiner finden wir:

Steiner (1867): ,Diese beiden einfachsten geometrischen Gebilde (Punktreihe und Strahl-
biischel) sind von gleicher Michtigkeitund einfacher Unendlichkeit, d. h. es giebtebenso
viel Punkte auf einer Geraden, als Strahlen durch einen Punkt.“ [ Steiner 1867, p.1].

Die nichsten neuen Ausfithrungen zum Michtigkeitsbegriff erscheinen im
fiinften Teil der ,,Punktmannigfaltigkeiten®, als Cantor die Bedeutung seiner
neuen transfiniten Zahlen zum Verstindnis der Michtigkeiten von Mengen dis-
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kutiert. Er fihrt die folgenden Begriffe ein: Die erste Zablenklasse ist die Menge
der natiirlichen Zahlen. The zweite Zablenklasse ist die Menge der abzihlbaren
Ordinalzahlen. Allgemein hat eine Zahlenklasse die Form { B | 1Bl = lal } mit
einer unendlichen Ordinalzahl a. Cantor fihrt fort:

Cantor (1883): ,Von der grossten Bedeutung scheint mir zunichst die Einfiihrung der
neuen ganzen Zahlen fiir die Entwickelung und Verschirfung des [in meinen fritheren
Arbeiten ] verwandten Michtigkeitsbegriffes. Jeder wohldefinirten Menge kommt
darnach eine bestimmte Michtigkeit zu, wobei zweien Mengen dieselbe Michtigkeit
zugeschrieben wird, wenn sie sich gegenseitig eindeutig, Element fiir Element, einan-
der zuordnen lassen.

Bei endlichen Mengen fillt die Michtigkeit mit der Anzab! der Elemente zusam-
men, weil solche Mengen in jeder Anordnung bekanntlich dieselbe Anzahl von Ele-
menten haben.

Bei unendlichen Mengen hingegen war bisher tiberhaupt weder in meinen Arbeiten
noch sonst wo von einer pricis definierten Anzahl ihrer Elemente die Rede, wohl aber
konnte auch ihnen eine bestimmte, von ihrer Anordnung véllig unabhingige Michtig-
keit zugeschrieben werden.

Die kleinste Michtigkeit unendlicher Mengen mufite, wie leicht zu rechtfertigen
war, denjenigen Mengen zugeschrieben werden, welche sich gegenseitig eindeutig
der ersten Zahlenclasse zuordnen lassen und daher mitihr gleiche Michtigkeit haben.
Dagegen fehlte es bisher an einer ebenso einfachen, natiirlichen Definition der hohe-
ren Michtigkeiten.“ [ Cantor 1883 ]

Zusammen mit dem hier nicht zitierten § 2 des Artikels ist klar, dass Cantor mit
Anzabl den Ordnungstyp einer wohlgeordneten Mengen bezeichnet [ Cantor
1883Db, p. 548]. Dies bedeutet nicht, dass tiberabzihlbare Kardinalzahlen noch
nicht definiert sind - Cantor sagt explizit, dass jede Menge eine bestimmte
Michtigkeit besitzt. Aber es ist ihm zum Beispiel noch nicht gelungen, ,die
kleinste tiberabzihlbare Michtigkeit” zu definieren, da ihm keine Menge zur
Verfiigung stand, die zu einer entsprechenden Michtigkeit fithren wiirde.

Cantor (1883): ,Unsere oben erwihnten Zahlenclassen der bestimmt-unendlichen realen
ganzen Zahlen weisen sich nun als die natiirlichen, in einheitlicher Form sich darbie-
tenden Reprisentanten der in gesetzmissiger Folge aufsteigenden Michtigkeiten von
wohldefinierten Mengen aus. Ich zeige aufs Bestimmteste, dass die Michtigkeit der
zweiten Zahlenclasse (II) nicht nur verschieden ist von der ersten Zahlenclasse, son-
dern dass sie auch thatsichlich die nichst hohere Michtigkeit ist; wir konnen sie daher
die zweite Michtigkeit oder die Michtigkeit zweiter Classe nennen. Ebenso ergiebt
die dritte Zahlenclasse die Definition der dritten Michtigkeit oder der Michtigkeit
dritter Classe u.s.w. u.s.w.“ [ Cantor 1883b, p. 547

Aus Cantors Notizen zu dieser Arbeit geht hervor, dass das doppelte ,,u.s.w.“ alle
Ordinalzahlen und nicht nur alle natiirlichen Ordinalzahlen anzeigt. Cantor no-
tiert, dass es fiir jede Ordinalzahl y eine y-te Michtigkeit gibt [ Cantor 1883b,
p.587f, Fufinote 2].
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Einmal mehr fithrt Cantor nicht weiter aus, was er genau mit ,,Michtigkeit®
einer unendlichen Menge meint. Aber endliche Michtigkeiten ,fallen zusam-
men“ mit endlichen Ordnungstypen. Und spiter in der Arbeit werden Nachfol-
gerordinalzahlen durch Hinzufiigen einer Einheit generiert, was Cantor ,erstes
Erzeugungsprinzip® nennt [ Cantor 1883 b, p. 576f]. Damit sind Ordinalzahlen
»(geordnete) Systeme aus Einheiten“. In dieser Form sind die Kardinalzahlen
bereits 1883 mit den klassischen Einheiten verbunden.

Cantor beweist in dem Artikel, dass es (in heutiger Notation), eine kleinste
Kardinalzahl O, > 0O, gibt, die die zweite Zahlenklasse w; - w reprisentiert
[Cantor 1883b, p.579f]. And analog gibt es eine kleinste Kardinalzahl O, > [0,
fiir die dritte Zahlenklasse w), — w, usw. Hier taucht ein Problem im Limesschritt
auf, da die Limeskardinalzahl O keiner Cantorschen Zahlenklasse entspricht.
Dieses Problem wird in der Arbeit nicht diskutiert, aber Cantor macht, in mo-
derner Sprechweise, deutlich, dass eine reprisentierende Kardinalzahldefinition
aus einer Ordinalzahldefinition erhalten werden kann - vorausgesetzt, der
Wohlordnungssatz gilt. Der Wohlordnungssatz selbst wurde von Cantor 1883
als ,Denkgesetz” bezeichnet [ Cantor 1883 b, p.550]. Erneut enthilt die Arbeit
keinen Hinweis darauf, dass Cantor die Zahlenklassen als Michtigkeiten ansah.
Mit anderen Worten: Cantor wollte O, nicht mit wy identifizieren.

Ziehen wir die Notizen zu dem Artikel hinzu und ersetzen wir die Zahlenklas-
sen durch Anfangsstiicke der Ordinalzahlen (also zum Beispiel die zweite Klasse
w; - wdurch wy), so beschreibt Cantor das heutige Bild von ZFC: Es gibt eine
echte Klasse [, | a € Onlvon unendlichen Kardinalzahlen (04 = lwq ), und
jede unendliche Michtigkeit ist ein Element dieser Klasse. Cantor verwendet
yabsolut-unendlich® fiir die Folge aller Ordinal- und Kardinalzahlen [ Cantor
1883 b, p.576; 1883 b, p.588]. Er hat, in unserer Sprache, echte Klassen entdeckt.
All dies wird in der Arbeit nur skizziert oder angeschnitten, und es ist duflerst be-
dauerlich, ass die nun folgende ,,Acta-Affire“ zur Verzégerung der Kommunika-
tion dieser fundamentalen Entdeckungen beigetragen hat.

1884 - Cantors zuriickgezogene Arbeit und der Brief an Lafiwitz

Cantor schickte seinen Artikel ,,Principien einer Theorie der Ordnungstypen®
im November 1884 und Februar 1885 in zwei Teilen an seinen Freund Gosta
Mittag-Leffler. Sie sollte in den ,,Acta Mathematica“ erscheinen, die bereits fran-
z6sische Ubersetzungen seiner deutschsprachigen Arbeiten publiziert hatten.
Wir verweisen den Leser auf [ Grattan-Guiness 1970] fir den Artikel, eine Ein-
fithrung und weitere Dokumente (das Zitat unten ist aus dem ersten Teil von
1884). Der erste Teil des Artikels war bereits gesetzt, als Mittag-Leffler am
9.Mirz 1885 einen Brief an Cantor schrieb, der ihm empfahl, die Arbeit zurtick-
zuziehen. Cantor tat dies, war jedoch sehr irritiert und enttiuscht. Noch im Jahr
1896 nannte er die Angelegenheit eine Katastrophe (Brief an Poincaré vom 22.
Januar 1896; siche [ Grattan-Guinness 1970, p.105]).

In den ,Principien” finden wir eine sehr detaillierte Darstellung von Cantors
Kardinalzahlen. Die folgende Version stellt bereits den letzten Schritt vor der
abschlieffenden Formulierung von 1895 dar:
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Cantor (1884): ,,Jeder wohldefinirten Menge von Elementen, gleichviel welcher Beschaf-
tenheit die letzteren (und ob sie gleichartig oder ungleichartig, ob einfach oder zusam-
mengesetzt) sind, kommt eine bestimmte Michtigkeit, die ich auch Valenz nenne, zu.

Um die Michtigkeit einer durch Definition gegebenen Menge zu bestimmen, schickt man
den Beziehungsbegriff der Aquivalenzvoraus; man nenntnimlich zwei Mengen iguivalent,
wenn sie sich gegenseitig eindeutig, Element fiir Element, einander zuordnen lassen.

Unter Miichtigkeit oder Valenz einer gegebenen Menge M verstehe ich den Allge-
meinbegriff (Gattungsbegriff, Kategorie), unter welchen alle der Menge M dquivalenten
Mengen und nur diese, (und daber auch die Menge M selbst) fallen.

Von dquivalenten Mengen sage ich auch, dass sie zu einer und derselben Miichtigkeits-
classe gehoren: die Classe einer Menge M ist also nicht[s] Anderes, als der Umfang (die-
ses Wortin der Bedeutung der Schullogik als ,ambitus‘ genommen) des zur Menge M
gehorigen Allgemeinbegriffs, welchen ich die Michtigkeit der Menge M genannt habe.

Die Miichtigkeit einer Menge M ist hiernach als die Vorstellung dessen bestimmt, was
allen der Menge M dquivalenten Mengen und nur diesen und daher auch der Menge M
selbst gemeinsam ist; sie ist die repraesentatio generalis, das 1o €v [ Grattan-Guinness hat
v wie in Cantors Manuskript] maod té wohd fiir alle Mengen derselben Classe wie M.
Sie erscheint mir daher als der urspriinglichste, sowohl psychologisch wie auch methodolo-
gisch einfachste Stammbegriff, entstanden durch Abstraction von allen Besonderbeiten, die
eine Menge von bestimmter Classe darbieten kann, sowohl in Ansehung der Beschaffen-
beit ihrer Elemente, wie auch hinsichtlich der Beziehungen und Anordnungen, in wel-
chen die Elemente sei es untereinander oder zu ausserhalb der Mengen liegenden Dingen
stehen konnen. Indem man nur auf Dasjenige reflectirt, was allen einer und derselben
Classe angebirigen Mengen gemeinsam ist, entsteht der Begriff Miichtigkeit oder Valenz.
[ Grattan-Guiness 1970, p.85f]

Cantor unterscheidet erneut zwischen einer Kardinalzahl und ihren ihrem Um-
fang. Die Formulierung mapd té wohhd ist platonisch im Gegen zu 0 &v ®otd
@OV ToM@V wie bei Aristoteles (vgl. Aristoteles, Analytica posteriora 77a (1. 11)
und [Fine 1980, p.201]).

Die zitierte Passage ist wahrscheinlich durch Ueberwegs Darstellung von
»Allgemeinvorstellung® von 1882 beeinflusst:

Ueberweg (1882):,,§ 51. Wenn mehrere Objecte in gewissen Merkmalen und somit die
Einzelvorstellungen von denselben in einem Theile ihres Inhalts (§§49 und 50) tiber-
einstimmen, so entsteht durch Reflexion auf die gleichartigen und Abstractionvon
den ungleichartigen Merkmalen in Folge des psychologischen Gesetzes der Miterre-
gung der gleichartigen psychischen Elemente und gegenseitigen Verstirkung des
Gleichartigen im Bewusstsein die allgemeine Vorstellung (notio sive repraesenta-
tio communis, generalis, universalis).“ [ Ueberweg 1882, p.138]

Wir wissen von Cantors Rezension der ,,Grundlagen“ von Frege, dass er
Ueberwegs ,,System der Logik® kannte. Ueberweg fihrt im Kleingedruckten mit
TOD €vOG T0d TG TOMAG aus Aristoteles zweiter Analytik fort ([Ueberweg 1882,
p-139], vgl. auch § 56 von Ueberwegs Buch zu ,,Begriff (notio, conceptus)“ und
»Vorstellung®. Dabei ist Ueberwegs Beschreibung von ,,Allgemeinvorstellung®
selbst eine modernisierte Version der scholastischen Auffassung der Abstraktion.
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Cantor (1884):  Das Wort Mchtigkeit ist vielleicht am Besten im Griechischen durch ,t0
x0dtog ¢, im Lateinischen durch ,potestas oder ,plenitudo®, im Franzisischen durch ,puis-
sance‘ oder durch die Neubildung ,valence’, im Englischen durch ,power* oder ,mighti-
ness, im Italienischen durch ,podesta‘ zu ibersetzen.

In den,Grundlagen habe ich bewiesen (oder vielmehr den Weg und die Mittel zum
Beweise vollstindig angegeben), dass die verschiedenen Miichtigkeiten unendlicher Men-
gen eine nach demselben Typus gebildete aufsteigende absolut unendliche Reibe ausma-
chen, wie die realen, ganzen finiten und transfiniten Zahlen selbst; je mehr man den vollen
Sinnund Inbalt dieses Satzes zu erfassen sucht, um somehr muss man die Natur in ih-
rer unermesslichen Grisse bewundern ... [ Grattan-Guiness 1970, p. 85f]

Zum ersten Mal in einer (intendierten) Publikation verwendet Cantor , Allge-
meinbegriff“ und ,erzeugt durch Abstraktion “ in seinem Kardinalzahlbegriff,
und auch der doppelte Abstraktionsakt wird betont. Analoges gilt fiir die Defini-
tion des Ordnungstyps [ Grattan-Guinness 1970, p.87]. Ordnungstypen werden
ebenfalls als ,Allgemeinbegriff beschrieben; ,,Abstraktion” wird hier, wahr-
scheinlich der Kiirze halber, nicht erwihnt (eine zweifache Abstraktion ergibt
ohne einfache Abstraktion keinen Sinn). Obwohl die Ordinalzahlen in den
»Principien® nicht explizit als Systeme von Einheiten beschrieben werden, so
kénnen wir sie doch mit gutem Recht als solche ansehen, da sie als Systeme von
Einheiten bereits im fiinften Teil der ,Punktmannigfaltigkeiten® beschrieben
werden und es keinen Grund zur Annahme gibt, dass Cantor seine Ansicht gedn-
dert hitte. Damit sind und bleiben die Ordinalzahlen Systeme von Einheiten.
Und da die Kardinalzahlen aus ihnen durch einen weiteren Abstraktionsakt her-
vorgehen, der von ihrer internen Ordnung absieht, sind Cantors Kardinalzahlen
von 1884 ebenfalls Systeme von Einheiten.

Diese Identifikation der Cantorschen Allgemeinvorstellungen wird gestiitzt
durch Cantors Brief an Kurd Lafiwitz vom 15. Februar 1884 [ Cantor 1991,
p-178]. Eine tiberarbeitete Version dieses Briefes wird 1887 in Cantors ,,Mittei-
lungen® erscheinen. Cantor schreibt dort, dass der Brief auf einem Vortrag in
Freiburg im September 1883 basiert [ Cantor 1887, p. 93, Fufinote ]). ,Allge-
meinvorstellung” und ,zweifache Abstraktion® erscheinen in diesem Brief
ebenso wie ,,Valenz“. Und Cantor schreibt explizit, dass sein Begriff des endli-
chen Ordnungstyps mit Euklids povadwv-Definition zusammenfillt, und dass
er ovotua als ,, Typ einer wohlgeordneten Menge® interpretiert.

Euklids Definition wird in dem Brief inkorrekt als als uovédwv ovommuo
wiedergegeben; in den Mitteilungen von 1887 erscheint die korrekte Version
wie wir sie Abschnitt B1 diskutiert haben. Im Gegensatz dazu wird Euklids Defi-
nition in den ,,Principien® nicht erwihnt. Aber Cantor hilt bei der Diskussion
seiner Ordnungstypen das griechische dordudg in Klammern fest und zeigt da-
durch an, dass er die klassische Tradition fortsetzt und erweitert [ Grattan-
Guinness 1970, p.89].

Der Lafiwitz- Brief und die Arbeiten von 1883 und 1884 zeigen, dass eine auf
eine Wohlordnung angewendete einfache Abstraktion einen Allgemeinbegriff
erzeugt, der als System von Einheiten beschrieben werden kann, und dass
Cantor seine Definition in Ubereinstimmung mit der novéadwv ovotnua-De-
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finition der griechischen Mathematik sieht. Dass seine Ordinal- und Kardinal-
zahlen aus Einheiten bestehen, lisst sich wohl explizit erst ab 1887 belegen. Wir
sehen einmal mehr einen Cantorschen Begriff, der sich entwickelt und schirfer
wird ohne dabei grundliegenden Modifikationen zu unterliegen. Cantors Men-
genbegriff scheint ab 1887 umfassender zu sein als in den ,,Punktmannigfaltig-
keiten® der frithen 1880er Jahre, die sich auf Teilmengen der reellen Zahlen kon-
zentrierten [Tait 1998, I]. Allgemeiner ist jedoch die Anwendung und die Unter-
suchung der Mengen - die ,Ausbildung” der Theorie — und nicht der Mengen-
begriff selbst: Die erste Fufinote im fiinften Teil der ,,Punktmannigfaltigkeiten®
betont, hier einen Spezialfall einer viel umfassenderen Theorie zu diskutieren
[Cantor 1883 b, p.587].

Der letzte Paragraph der zitierten Passage beschreibt das Bild, das wir aus ver-
schiedenen Bemerkungen im fiinften Teil der ,Punktmannigfaltigkeiten zusam-
mengefiigt haben. Esist interessant, dass Cantor in seiner staunenden Bewunde-
rung des ,absolut Unendlichen® von ,Natur® und nicht von ,,Geist“ spricht.
Dennoch werden transfinite Zahlen explizit als ,,Gedankendinge“ bezeichnet,
und seine Kardinalzahldefinition steht in keinerlei Widerspruch mit der Formu-
lierung ,,in unserem Geiste Existenz haben® von 1895 [ Grattan-Guiness 1970,
p-84]. Von der ,junermesslichen Grofie der Natur” zu sprechen zeigt einen ro-
mantischen Geist, der die Bedeutung eines gewaltigen Phiinomens hervorheben
mochte, dem man sich nur schrittweise annihern kann: ,,je mehr man ... zu erfas-
sen sucht®.

Die im November 1884 geschriebene Passage unterstiitzt die in Abschnitt B3 angespro-
chene Lesart von Cantors Rezension von Freges ,,Grundlagen” vom Mai 1885: Freges
Anzahl-Definition lisst sich auf die Ausdehnung jedes Begriffs anwenden, insbesondere
auf Ordinalzabl. Aber gerade diese Hatte Cantor als absolut unendlich erkannt. Thnen
kommt keine Michtigkeit zu, sie bilden kein ,,Ganzes*, sind kein Objekt [ Cantor 1883 b,
p.587].

1887 - Kardinalzahlen in Cantors ,,Mitteilungen*

In einem Brief an seinen Italienisch-Ubersetzer Gerbaldi vom 11. Januar
1896 schreibt Cantor, dass ihm die Acta-Affaire die mathematischen Journale
yverleidet” hiitte und dass er deswegen angefangen habe, ,seine Zeilen“ in ei-
nem philosophischen Journal zu veréffentlichen, der ,,Zeitschrift fiir Philoso-
phie und philosophische Kritik“ [ Grattan-Guiness 1970, p. 104]. Der Haupt-
teil seiner ersten lingeren Veroffentlichung in dieser Zeitschrift von 1887 trigt
den Titel ,,Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten“. Er besteht aus Ausziigen
aus acht Briefen, die Cantor von 1884 bis 1887 an Mathematiker, Philosophen
und Theologen geschrieben hatte. Der achte Abschnitt ist eine Kurzfassung
der unpublizierten Arbeit von 1884 - mit einer Fufinote zum bedauerlichen
Schicksal der Arbeit.

Cantor schliefft mit ,Habent sua fata libelli“, einem Auszug aus ,,Pro captu lectoris habent
sua fata libelli“ des Terentianus Maurus [ Cantor 1887, p.117].
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Die Zusammenstellung enthilt eine Einleitung und Anmerkungen. In der
Einleitung werden die griechischen Einheiten explizit mit allgemeinen Michtig-
keiten in Verbindung gebracht:

Cantor (1887): ,Ad Tund VIII. Hier findet sich die von mir seit etwa vier Jahren vertre-
tene und in meinen Vorlesungen vielfach ausgebildete Auffassungsweise der ganzen
Zahlenund Ordnungstypen als Universalien, die sich auf Mengen beziehen und
aus ihnen sich ergeben, wenn von der Beschaffenheit der Elemente abstrahirt
wird. Jede Menge wohlunterschiedener Dinge kann als ein einheitliches Ding fir
sich angesehen werden, in welchem jene Dinge Bestandteile oder constitutive Ele-
mente sind. Abstrahirt man sowohl von der Beschaffenheit der Elemente, wie auch
von der Ordnung des Gegebenseins, so erhilt man die Cardinalzahl oder Michtig-
keit der Menge, einen Allgemeinbegriff, in welchem die Elemente, als sogenannte
Einsen, gewissermafien organisch in einander derartig zu einem einheitlichen Ganzen
verwachsen sind, daf} keine vor den anderen ein bevorzugtes Rangverhiltnis hat. Dar-
aus ergibt sich bei eingehender Erwigung, dafl zweien verschiedenen Mengen dann
und nur dann eine und dieselbe Cardinalzahl zukommt, wenn sie das zueinander sind,
was ich dquivalentnenne ...“ [Cantor 1887, p.82f]

Die die Abstraktion anzeigenden Notationen M und M finden sich ebenfalls in
der Arbeit [ Cantor 1887, p.118].

Cantor schreibt, dass er Kardinalzahlen als Allgemeinvorstellungen seit unge-
fihr vier Jahren ansieht, und dass er diese Sicht vielfach in seinen Vortrigen
sausgebildet” hat. Und dass er in den letzten vier Jahren Zeit gehabt habe, die
Scholastiker zu studieren [ Cantor 1887, p.264]. , Allgemeinbegriff wird ge-
nauer erklirt als ,unum versus alia, in der Bedeutung: unum aptum inesse mul-
tis“, mit Referenzen an Thomas von Aquin [Cantor 1887, p.118 und Fufinote].
Die Alternative ,,Valenz* fiir ,,Michtigkeit® von 1884 wird nun durch ,,Kardinal-
zahl“ ersetzt.

Das Erscheinen von ,,Zahl“ in der Michtigkeitsdefinition zeigt, dass Cantors
Verwendung von ,,Zahl“ und ,,Anzahl® sich verindert. In einem Brief an Peano
vom 21. September 1895 schreibt Cantor, dass ,,Kardinalzahl“ und ,,Ordinal-
zahl“ die zwei ,Arten” des Begriffs ,,Anzahl“ seien [ Cantor 1991, p.365]. Im Ge-
gensatz dazu zitiert er in der Einleitung seiner Arbeit von 1887 seine Rezension
von 1885, die ,,Anzahl“ mit ,,Ordnungs-Typ“ gleichsetzt [ Cantor 1887, p.82].
Im ersten Brief der ,,Mitteilungen“ - einem Auszug aus dem oben erwihnten
Brief an Lafiwitz - strich Cantor eine Passage, die ,Zahl“ und ,,Anzahl“ gleich-
setzte (siehe [ Cantor 1887, p.95] im Vergleich mit [ Cantor 1991, p.179]).

Es ist bedeutsam, dass sich die Kardinalzahlen von der Relation der Gleich-
michtigkeit gelost haben. Wie in den spiter erschienenen ,,Beitrigen” wird die
Korrektheitals Satz angesehen, der sich aus der Kardinalzahldefinition herleiten
lisst (siche [ Cantor 1887, p. 119f, 265£]; das Argument auf den Seiten 265f. ist
wie in den ,,Beitrigen®).

Kardinalzahlen sind mehr als Multimengen bestehend aus Einheiten. Sie sind
sorganisch verwachsen“. Cantor fihrt fort, dass er diesen Gesichtspunkt in
Euklids Definition vermisst:
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Cantor (1887): ,,Die Cardinalzahlen sowohl, wie die Ordnungstypen sind einfache Be-
griffsbildungen; jede von ihnen ist eine wahre Einheit (uovdc), weil in ihr eine Viel-
heit und Mannigfaltigkeit von Einsen einheitlich verbunden ist ...

Sehen wir uns die Definition bei Euclides fiir die endliche Cardinalzahl an, so
muf} zunichst anerkannt werden, daf§ er die Zahl, ebenso wie wir es thun, ihrem
wahren Ursprung gemif}, auf die Menge bezieht und aus der Zahl nicht etwa ein
blofies ,Zeichen macht, das Einzeldingen beim subjectiven Zihlprozef beigelegt
wird. Es heifit in seinen Elementen, lib. VII: Movdg éotiv, xod’ v Exaotov t@v
Svtov Bv Méyetar und: *AQududg 8¢ 1o &x wovadwy ovvarelnevov mAnToc

Dann scheint es mir aber, daff er die Einsen in der Zahl ebenso getrennt wihnt, wie
die Elemente in der discreten Menge, auf welche sie sich bezieht. Wenigstens fehlt in
der Euclidischen Definition der ausdriickliche Hinweis auf den einheitlichen Cha-
rakter der Zahl, welcher ihr durchaus wesentlich ist.“ See [Cantor 1887, p.85]

In einer Anmerkung zu dieser Passage verweist Cantor auf die anderen grie-
chischen Zahldefinitionen, um seine Sicht zu stiitzen, und er zitiert Nicomachus
und Boethius [ Cantor 1887, p. 252]. Die klassischen Traditionen werden in den
»Beitrigen® von 1895, die sich an ein mathematisches Publikum richten, nicht
erwihnt. Die Arbeit ,Mitteilungen® von 1887 sind ein einzigartiges Dokument,
das tiber Cantors genauere Vorstellungen der ,,organisch einheitlichen verbun-
denen” Einsen-Gebilde Auskunft gibt. Die Zahl 5 erscheint eher als

[-1-1-1-1
denn als
AERRR

Fiir die axiomatische Mengenlehre der Pridikatenlogik erster Stufe sind diese
Erklirungen blofie Intuition. Analoges gilt fiir die Anschauung, was das ,,Ganze®
in ,Zusammenfassung zu einem Ganzen“ bei der Mengenbildung ausmacht.
Nur noch die Notation { ... } deutet mit ihren elegant geschwungenen Klam-
mern auf das hin, was gewisse Dinge zu einem Ding werden lisst, das aus diesen
Dingen besteht.
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